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Grundgesamtheit, Stichprobe, Statistik, Schätzer  

Betrachte ZV x mit WDF 

Grundgesamtheit = Menge möglicher Werte von x beschrieben durch f(x) 
Stichprobe vom Umfang n = Satz von n unabhängigen Messungen der ZV x  

oft abhängig von Parametern θ	


Ziel: Ableitung von Eigenschaften von f(x) aus der Stichprobe 
 
Statistik:  beliebige Funktion der Stichprobenwerte der ZV 
 
Schätzer: Statistik um Eigenschaften der WDF zu bestimmen 
 
a)  Form der WDF unbekannt à  Schätzwerte für Erwartungswert, Varianz, … 
b)  Form der WDF bekannt     à  Schätzwerte für Parameter 
 
Schätzer = Funktioneller Zusammenhang, Schätzwert = numerischer Wert 
                   beide werden mit “Hut ^” beschrieben 
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Gemeinsame WDF der Stichprobe 

Betrachte n Beobachtungen der ZV x:  x1, ..., xn,   
wobei x der WDF f (x; θ) folgt.   
 
Unter den Annahmen: 
1)  Messungen sind unabhängig  
2)  WDF/Grundgesamtheit ändert sich zwischen Beobachtung nicht 
 
folgt die gemeinsame WDF der Stichprobe: 

Achtung! Ist nicht immer erfüllt in der Praxis! 
 
Gegenbeispiele:  - Lotterie (Ziehen von Kugeln ohne zurücklegen) 
                            - Längenmessung von Stab bei Temperaturschwankungen 
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Die Likelihoodfunktion  

Das Ergebnis eines Experimentes (Satz von Messungen) 
sei eine Menge von Zahlen x, und die gemeinsame WDF  
der Stichprobe ist eine Funktion/Statistik, welche von den  
Parametern der WDF θ: abhängt: 

Nun werte diese Funktion mit den Werten der Stichprobe aus und 
betrachte sie als Funktion der Parameter: 

(x konstant) 

Im Falle von unabhängigen, identischen Messungen gilt: 

Likelihoodfunktion 

(xi konstant) 

M. Schumacher   Exp. Methoden der TP             Kapitel 12: Grundlagen der Parameterschätzung           SoSe 2012 



Schätzer für den Erwartungswert µ von f(x) 
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einzelnen Messungen nicht alle aus der gleichen Grundgesamtheit. Hier ist also die zwei-
te Bedingung verletzt. Im allgemeinen muss man also sorgfältig darauf achten, dass die
beiden Bedingungen erfüllt sind, wenn man aus der Stichprobe etwas über die Verteilung
der Grundgesamtheit lernen will. Im folgenden nehmen wir stets an, dass die Stichproben
zufällig sind.

5.2 Eigenschaften von Schätzern

Es gibt keine allgemein gültigen Regeln für die Konstruktion eines Schätzers für einen
bestimmten unbekannten Parameter. Ist beispielsweise der Mittelwert µ der Verteilung
f(x) gesucht und wurde eine Stichprobe vom Umfang n genommen, so könnten wir unter
anderem folgende Schätzer µ̂ in Betracht ziehen:

µ̂ = x = 1
n

∑n
i=1 xi den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 1
10

∑10
i=1 xi den Mittelwert der ersten 10 Punkte der Stichprobe

µ̂ = 1
n−1

∑n
i=1 xi n/(n − 1) mal den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 42

µ̂ = (min(xi) + max(xi))/2 Mittelwert des größten und kleinsten Wertes

µ̂ = Median der Stichprobe

Diese Liste ließe sich ohne Weiters verlängern. Welches ist ein “guter” Schätzer? Hier gibt
es eine Reihe von Kriterien.

Konsistenz

Ein Schätzer θ̂(n) heißt konsistent, wenn θ̂(n) n→∞−→ θ. Da θ̂(n) selbst eine Zufallsvariable
ist, müssen wir diese Konvergenz durch eine Wahrscheinlichkeitsaussage definieren, und
zwar durch die Forderung, dass für jedes ε > 0 gilt

lim
n→∞

P (|θ̂(n) − θ| > ε) = 0. (5.3)

Konsistenz sollte eine Minimalforderung für einen guten Schätzer sein.

Verzerrung (Bias)

Konsistenz ist eine Eigenschaft im Grenzwert n → ∞. Für endliche n kann der Erwar-
tungswert des Schätzers durchaus vom wahren Wert des Parameters abweichen. Die Ver-
zerrung (engl. bias) ist gegeben durch

b(n) = E[θ̂(n)] − θ. (5.4)

Die Verzerrung hängt ab von der Art des Schätzers, vom Umfang der Stichprobe n sowie
von der (unbekannten) Verteilung f(x; θ). Ein Schätzer, der unabhängig vom Umfang der

Fragen: - welcher Schätzer ist gut, der “Beste”?  
             - welche Kriterien sollte ein guter Schätzer erfüllen? 
             - wie findet man den optimalen Schätzer für ein Problem?   

Mögliche Schätzer für den Erwartungswert µ der WDF der Grundgesamtheit 
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Eigenschaften von Schätzern 
Wenn das Experiment ( jeweils aus m Messungen) oft wiederholt wird. 
Folgen die Schätzwerte einer WDF: 

nicht erwartungstreu große 
Varianz 

bester 

Wir  wollen kleinen (oder Null) Bias (systematischen. Fehler): 

→  Mittelwert der vielen Schätzwerte sollte = wahren Wert sein 

Und wir wollen kleine Varianz  (statistischer Fehler): 

→  kleiner Bias und kleine Varianz sind i.a. gegenläufige Kriterien 
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Eigenschaften von Schätzern 
Aus der Informationstheorie lässt sich zeigen, dass es eine untere  
Schranke für die Varianz eines Schätzers für einen Parameter gibt    

Information nach R.A Fisher: 

→  je größer die Information, desto kleiner der statistische Fehler. 
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Die Wahrscheinlichkeit, dass der i-te Wert der Stichprobe im Intervall [xi, xi + dxi] liegt,
ist f(xi; θ)dxi. Da die Meßwerte in der Stichprobe unabhängig sind, ist die gemeinsame
Wahrscheinlichkeit, dass für alle i = 1, ..., n der i-te Wert der Stichprobe in [xi, xi + dxi]
liegt, gerade

n∏

i=1

f(xi; θ)dxi. (5.6)

Dies ist bei gegebenem Parameter θ die Wahrscheinlichkeit, gerade die beobachtete Stich-
probe zu erhalten. Da die Differentiale dxi nicht von θ abhängen, ist die funktionale
Abhängigkeit der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Stichprobe {x1, ..., xn} gegeben
durch die Funktion

L(θ;x1, ..., xn) =
n∏

i=1

f(xi; θ), (5.7)

die wir die Likelihood-Funktion nennen. Dies ist also eigentlich die gemeinsame Wahr-
scheinlichkeitsdichte für die Werte der Stichprobe {x1, ..., xn}. Als Likelihood-Funktion
wird diese jedoch interpretiert als Funktion des Parameters θ, wobei die Ergebnisse der
Messung xi fest sind. Die explizite Angabe der Abhängigkeit von der konkreten Stichprobe
wird oft weggelassen und man schreibt einfach

L(θ) ≡ L(θ;x1, ..., xn). (5.8)

L(θ) stellt jedoch keine Wahrscheinlichkeitsdichte für den Parameter θ dar. Aus der Defi-
nition von L folgt die Normierung

∫
L(θ)dx1...dxn = 1 für jeden Wert von θ (5.9)

5.4 Schranke Minimaler Varianz

Da jeder Schätzer auf einer endlichen Stichprobe basiert, weist er als Zufallsvariable be-
trachtet eine gewisse endliche Varianz auf. Man kann unter sehr allgemeinen Bedingungen
eine Schranke für die minimal erreichbare Varianz eines Schätzers angeben.

Sei f(x; θ) eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und θ̂ ein beliebiger Schätzer für den
Parameter θ. L sei die zugehörige Likelihood-Funktion und

b(θ) = E[θ̂] − θ. (5.10)

sei die Verzerrung des Schätzers θ̂. Dann gilt für die Varianz dieses Schätzers

V
[
θ̂
]
≥

(
1 +

∂b

∂θ

)2

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] . (5.11)

Dies ist die Schranke Minimaler Varianz (SMV), die auch nach einigen ihrer Urheber
als Rao-Cramér-Frechet-Ungleichung bezeichnet wird. Eine äquivalente Form ist

V
[
θ̂
]
≥

(
1 +

∂b

∂θ

)2

E

[(
∂ logL

∂θ

)2
] . (5.12)
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Die Schwarzsche Ungleichung wird zur Gleichung wenn u ∼ v. Damit wird die Varianz des
Schätzers genau dann minimal, wenn

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ

= A(θ)(θ̂ − θ) (5.24)

wobei A(θ) eine beliebige Funktion ist. Effiziente Schätzer existieren also nur für solche
Probleme, bei denen die Likelihood-Funktion diese spezielle Form hat.

Durch Differentiation von Gl. 5.24 nach θ ergibt sich

∂2 logL
∂θ2

∣∣∣∣
θ

=
∂A(θ)

∂θ
(θ̂ − θ) − A(θ) (5.25)

A(θ) ist unabhängig von den xi, d.h. E[A] = A. Ausserdem ist θ̂ in diesem Fall effizient,
d.h. E[θ̂] = θ. Bilden wir also die Erwartungswerte auf beiden Seiten der letzten Gleichung,
so ergibt sich

− A = E

[
∂2 logL

∂θ2

∣∣∣∣
θ

]
. (5.26)

Einsetzen in Gl. 5.24 liefert

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ

= −E

[
∂2 logL

∂θ2

∣∣∣∣
θ

]
(θ̂ − θ) (5.27)

Einsetzen in Gl. 5.25 ergibt an der Stelle θ = θ̂

∂2 logL
∂θ2

∣∣∣∣
θ=θ̂

= E

[
∂2 logL

∂θ2

]
(5.28)

Wenn also der ML-Schätzer effizient ist, dann ist der Erwartungswert der zweiten Ablei-
tung der Likelihood-Funktion gleich dem Wert an der Stelle des ML-Schätzers.

Die Größe

I(θ) ≡ E

[(
∂ logL

∂θ

)2
]

= E

[
−∂2 logL

∂θ2

]
(5.29)

nennt man auch die Information nach R. A. Fisher. Je größer die Information ist, die
in der Likelihood-Funktion steckt, desto kleiner kann die Varianz des Schätzers werden.
Wir können die Information auch als Funktion der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Grundgesamtheit angeben:

I(θ) = E

[
−

n∑

i=1

∂2 log f(xi; θ)
∂θ2

]
= nE

[
−∂2 log f(x; θ)

∂θ2

]
. (5.30)

5.5 Schätzer für Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

Wir hatten in Abschnitt 1.9 Schätzer für Erwartungswert, Varianz und Kovarianz einer
Stichprobe kennengelernt. Hier sollen die Eigenschaften dieser Schätzer untersucht werden.

Wir nehmen an, dass eine Stichprobe {x1, ..., xn} aus eine Grundgesamtheit vorliegt, deren
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x; θ) unbekannt ist. E[x] und V [x] sind Erwartungs-
wert und Varianz von f(x; θ).
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Kriterien für gute Schätzer 
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einzelnen Messungen nicht alle aus der gleichen Grundgesamtheit. Hier ist also die zwei-
te Bedingung verletzt. Im allgemeinen muss man also sorgfältig darauf achten, dass die
beiden Bedingungen erfüllt sind, wenn man aus der Stichprobe etwas über die Verteilung
der Grundgesamtheit lernen will. Im folgenden nehmen wir stets an, dass die Stichproben
zufällig sind.

5.2 Eigenschaften von Schätzern
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i=1 xi n/(n − 1) mal den Mittelwert der Stichprobe
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µ̂ = (min(xi) + max(xi))/2 Mittelwert des größten und kleinsten Wertes

µ̂ = Median der Stichprobe

Diese Liste ließe sich ohne Weiters verlängern. Welches ist ein “guter” Schätzer? Hier gibt
es eine Reihe von Kriterien.

Konsistenz

Ein Schätzer θ̂(n) heißt konsistent, wenn θ̂(n) n→∞−→ θ. Da θ̂(n) selbst eine Zufallsvariable
ist, müssen wir diese Konvergenz durch eine Wahrscheinlichkeitsaussage definieren, und
zwar durch die Forderung, dass für jedes ε > 0 gilt

lim
n→∞

P (|θ̂(n) − θ| > ε) = 0. (5.3)

Konsistenz sollte eine Minimalforderung für einen guten Schätzer sein.

Verzerrung (Bias)

Konsistenz ist eine Eigenschaft im Grenzwert n → ∞. Für endliche n kann der Erwar-
tungswert des Schätzers durchaus vom wahren Wert des Parameters abweichen. Die Ver-
zerrung (engl. bias) ist gegeben durch

b(n) = E[θ̂(n)] − θ. (5.4)

Die Verzerrung hängt ab von der Art des Schätzers, vom Umfang der Stichprobe n sowie
von der (unbekannten) Verteilung f(x; θ). Ein Schätzer, der unabhängig vom Umfang der
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Verzerrung (Bias)

Konsistenz ist eine Eigenschaft im Grenzwert n → ∞. Für endliche n kann der Erwar-
tungswert des Schätzers durchaus vom wahren Wert des Parameters abweichen. Die Ver-
zerrung (engl. bias) ist gegeben durch

b(n) = E[θ̂(n)] − θ. (5.4)

Die Verzerrung hängt ab von der Art des Schätzers, vom Umfang der Stichprobe n sowie
von der (unbekannten) Verteilung f(x; θ). Ein Schätzer, der unabhängig vom Umfang der
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einzelnen Messungen nicht alle aus der gleichen Grundgesamtheit. Hier ist also die zwei-
te Bedingung verletzt. Im allgemeinen muss man also sorgfältig darauf achten, dass die
beiden Bedingungen erfüllt sind, wenn man aus der Stichprobe etwas über die Verteilung
der Grundgesamtheit lernen will. Im folgenden nehmen wir stets an, dass die Stichproben
zufällig sind.

5.2 Eigenschaften von Schätzern

Es gibt keine allgemein gültigen Regeln für die Konstruktion eines Schätzers für einen
bestimmten unbekannten Parameter. Ist beispielsweise der Mittelwert µ der Verteilung
f(x) gesucht und wurde eine Stichprobe vom Umfang n genommen, so könnten wir unter
anderem folgende Schätzer µ̂ in Betracht ziehen:

µ̂ = x = 1
n

∑n
i=1 xi den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 1
10

∑10
i=1 xi den Mittelwert der ersten 10 Punkte der Stichprobe

µ̂ = 1
n−1

∑n
i=1 xi n/(n − 1) mal den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 42

µ̂ = (min(xi) + max(xi))/2 Mittelwert des größten und kleinsten Wertes

µ̂ = Median der Stichprobe

Diese Liste ließe sich ohne Weiters verlängern. Welches ist ein “guter” Schätzer? Hier gibt
es eine Reihe von Kriterien.
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beiden Bedingungen erfüllt sind, wenn man aus der Stichprobe etwas über die Verteilung
der Grundgesamtheit lernen will. Im folgenden nehmen wir stets an, dass die Stichproben
zufällig sind.

5.2 Eigenschaften von Schätzern
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Stichprobe n keine Verzerrung aufweist (b(n) = 0) heißt unverzerrt. Wenn die Verzerrung
für n → ∞ verschwindet, heißt der Schätzer asymptotisch unverzerrt.

Konsistenz und Unverzerrtheit sind unabhängige Eigenschaften eines Schätzers. Keine von
beiden impliziert die andere. Ein konsistenter Schätzer, dessen asymptotische Verteilung
einen endlichen Mittelwert hat, ist jedoch immer asymptotisch unverzerrt.

Effizienz

Konsistenz und Unverzerrtheit legen den besten Schätzer noch nicht eindeutig fest. So sind
zum Beispiel Mittelwert und Median einer Stichprobe beides konsitente und unverzerrte
Schätzer für den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit. Der beste Schätzer
ist dann jedoch derjenige, der auch für endlichen Umfang der Stichprobe n möglichst
wenig streut, d.h. eine möglichst kleine Varianz hat. Man kann zeigen, dass unter sehr
allgemeinen Bedingungen eine untere Schranke für die Varianz eines Schätzers existiert,
die sog. Schranke Minimaler Varianz (SMV ) oder Cramer-Rao-Schranke (siehe unten).
Ein Schätzer, dessen Varianz diese minimale Schranke erreicht, heißt effizient. In der
Regel wird diese Schranke nicht erreicht und man definiert die Effizienz eines Schätzers
als

Effizienz
[
θ̂(n)

]
=

SMV

V
[
θ̂(n)

] (5.5)

Suffizienz

Ein weitere vorteilhafte Eigenschaft eines Schätzers ist Suffizienz, die dann vorliegt, wenn
der Schätzer θ̂(n)(x1, ..., xn) die in der Stichprobe {x1, ..., xn} enthaltene Information über
θ vollständig ausnutzt. Dies ist der Idealfall der Datenreduktion: der n-dimensionale Vek-
tor der Meßwerte der Stichprobe ist auf eine eindimensionale (oder allgemein niedriger-
dimensionale) Größe θ̂(n) reduziert, ohne dass Information über θ verlorengegangen ist.
Technisch ausgedrückt ist ein Schätzer suffizient für θ, wenn f(x1, ..., xn|θ̂(n)) nicht mehr
von θ abhängt.

Robustheit

Die Eigenschaften eine Schätzers hängen von der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der
Grundgesamtheit ab. Ein Schätzer, der für eine normalverteilte Grundgesamtheit effizi-
ent ist, ist dies möglicherweise nicht für eine gleichverteilte Grundgesamtheit. Ein robuster
Schätzer nimmt keinen Bezug auf die Form der Verteilung der Grundgesamtheit. Robust-
heit eines Schätzers ist das Maß, zu dem der Schätzer dieses Ideal erreicht.

5.3 Die Likelihood-Funktion

Wir betrachten eine Zufallsvariable x mit Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x; θ). Die
funktionale Form von f(x; θ) sei bekannt bis auf den unbekannten Parameter θ. Es handelt
sich also um eine zusammengesetzte Hypothese. Der Einfachheit halber betrachten wir hier
eindimensionale x und θ; das Konzept funktioniert ganz analog im Fall mehrdimensionaler
"x und/oder "θ. Es sei eine Stichprobe {x1, ..., xn} vom Umfang n gegeben.
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θ vollständig ausnutzt. Dies ist der Idealfall der Datenreduktion: der n-dimensionale Vek-
tor der Meßwerte der Stichprobe ist auf eine eindimensionale (oder allgemein niedriger-
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Varianz des Schätzers ist unabhängig von der  
WDF der Grundgesamtheit  

Effizienz sollte nahe an “1” sein. 

möglichst keinen Bias d.h. Schätzer ist erwartungstreu. 
Konsistente Schätzer mit endlicher Varianz sind  
asymptotisch (nàunendlich) erwartungstreu 
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Ein Schätzer für den Erwartungswert 

Parameter: 

Schätzer: 

Man kann zeigen:  ist konsistent 

(‘Stichprobenmittelwert’) 

ist erwartungstreu 

Der Fehler auf den Schätzer für den Erwartungswert  ist gegeben durch 

ist effizient für Gauss-WDF (aber nicht für alle WDFs) 
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Arithmetischer Mittelwert für Gauss-WDF 
Die log-Likelihood-Funktion lautet: 

5.5. SCHATZER FUR ERWARTUNGSWERT, VARIANZ, KOVARIANZ 95

Ein möglicher Schätzer für den Erwartungswert E[x] der Grundgesamtheit ist das arith-
metische Mittel

x =
1
n

n∑

i=1

xi, (5.31)

der Mittelwert der Stichprobe. Sein Erwartungswert ist

E[x] =
1
n

n∑

i=1

E[xi] = E[x]. (5.32)

Damit ist das arithmetische Mittel einer Strichprobe ein unverzerrter Schätzer für den
Erwartungswert der Grundgesamtheit. Die Varianz von x ist

V [x] =
1
n2

n∑

i=1

V [xi] =
1
n2

n∑

i=1

V [x] =
1
n

V [x] (5.33)

unter Verwendung einer Aussage des zentralen Grenzwertsatzes. Somit ist x auch ein
konsistenter Schätzer für E[x], sofern die Varianz der Grundgesamtheit V [x] endlich ist.

Im Spezialfall einer gaußverteilten Grundgesamtheit ist das arithmetische Mittel auch ein
effizienter Schätzer. In diesem Fall ist

logL =
n∑

i=1

log
(

1√
2πσ2

exp
(
−(xi − µ)2

2σ2

))
(5.34)

= −n log
(
σ
√

2π
)
−

n∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2
(5.35)

⇒ ∂2 logL
∂µ2

= − n

σ2
(5.36)

Die SMV ist damit

SMV =
1

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] =
σ2

n
=

V [x]
n

= V [x] (5.37)

Das arithmetische Mittel erreicht in diesem (wichtigen) Spezialfall also die SMV.

Als Schätzer für die Varianz V [x] der Grundgesamtheit hatten wir die Varianz der Stich-
probe definiert:

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − x)2 =
n

n − 1

(
x2 − x2

)
. (5.38)
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Als Schätzer für die Varianz V [x] der Grundgesamtheit hatten wir die Varianz der Stich-
probe definiert:

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − x)2 =
n

n − 1

(
x2 − x2

)
. (5.38)

Die Schranke minimaler Varianz ergibt sich zu: 
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Ein möglicher Schätzer für den Erwartungswert E[x] der Grundgesamtheit ist das arith-
metische Mittel

x =
1
n

n∑

i=1

xi, (5.31)

der Mittelwert der Stichprobe. Sein Erwartungswert ist

E[x] =
1
n

n∑

i=1

E[xi] = E[x]. (5.32)

Damit ist das arithmetische Mittel einer Strichprobe ein unverzerrter Schätzer für den
Erwartungswert der Grundgesamtheit. Die Varianz von x ist

V [x] =
1
n2

n∑

i=1

V [xi] =
1
n2

n∑

i=1

V [x] =
1
n

V [x] (5.33)

unter Verwendung einer Aussage des zentralen Grenzwertsatzes. Somit ist x auch ein
konsistenter Schätzer für E[x], sofern die Varianz der Grundgesamtheit V [x] endlich ist.

Im Spezialfall einer gaußverteilten Grundgesamtheit ist das arithmetische Mittel auch ein
effizienter Schätzer. In diesem Fall ist

logL =
n∑

i=1

log
(

1√
2πσ2

exp
(
−(xi − µ)2

2σ2

))
(5.34)

= −n log
(
σ
√

2π
)
−

n∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2
(5.35)

⇒ ∂2 logL
∂µ2

= − n

σ2
(5.36)

Die SMV ist damit

SMV =
1

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] =
σ2

n
=

V [x]
n

= V [x] (5.37)

Das arithmetische Mittel erreicht in diesem (wichtigen) Spezialfall also die SMV.

Als Schätzer für die Varianz V [x] der Grundgesamtheit hatten wir die Varianz der Stich-
probe definiert:

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − x)2 =
n

n − 1

(
x2 − x2

)
. (5.38)

D.h. der Schätzer hat eine Effizienz von 100% 

M. Schumacher   Exp. Methoden der TP             Kapitel 12: Grundlagen der Parameterschätzung           SoSe 2012 



Vergleich von 2 Schätzern für den Erwartungswert 

90 KAPITEL 5. PARAMETERSCHATZUNG

einzelnen Messungen nicht alle aus der gleichen Grundgesamtheit. Hier ist also die zwei-
te Bedingung verletzt. Im allgemeinen muss man also sorgfältig darauf achten, dass die
beiden Bedingungen erfüllt sind, wenn man aus der Stichprobe etwas über die Verteilung
der Grundgesamtheit lernen will. Im folgenden nehmen wir stets an, dass die Stichproben
zufällig sind.

5.2 Eigenschaften von Schätzern

Es gibt keine allgemein gültigen Regeln für die Konstruktion eines Schätzers für einen
bestimmten unbekannten Parameter. Ist beispielsweise der Mittelwert µ der Verteilung
f(x) gesucht und wurde eine Stichprobe vom Umfang n genommen, so könnten wir unter
anderem folgende Schätzer µ̂ in Betracht ziehen:

µ̂ = x = 1
n

∑n
i=1 xi den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 1
10

∑10
i=1 xi den Mittelwert der ersten 10 Punkte der Stichprobe

µ̂ = 1
n−1

∑n
i=1 xi n/(n − 1) mal den Mittelwert der Stichprobe

µ̂ = 42

µ̂ = (min(xi) + max(xi))/2 Mittelwert des größten und kleinsten Wertes

µ̂ = Median der Stichprobe

Diese Liste ließe sich ohne Weiters verlängern. Welches ist ein “guter” Schätzer? Hier gibt
es eine Reihe von Kriterien.

Konsistenz

Ein Schätzer θ̂(n) heißt konsistent, wenn θ̂(n) n→∞−→ θ. Da θ̂(n) selbst eine Zufallsvariable
ist, müssen wir diese Konvergenz durch eine Wahrscheinlichkeitsaussage definieren, und
zwar durch die Forderung, dass für jedes ε > 0 gilt

lim
n→∞

P (|θ̂(n) − θ| > ε) = 0. (5.3)

Konsistenz sollte eine Minimalforderung für einen guten Schätzer sein.

Verzerrung (Bias)

Konsistenz ist eine Eigenschaft im Grenzwert n → ∞. Für endliche n kann der Erwar-
tungswert des Schätzers durchaus vom wahren Wert des Parameters abweichen. Die Ver-
zerrung (engl. bias) ist gegeben durch

b(n) = E[θ̂(n)] − θ. (5.4)

Die Verzerrung hängt ab von der Art des Schätzers, vom Umfang der Stichprobe n sowie
von der (unbekannten) Verteilung f(x; θ). Ein Schätzer, der unabhängig vom Umfang der

Gauss-WDF Gleichverteilung 

robust 

effizienter 
für  
Gleich- 
verteilung 
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Ein Schätzer für die Varianz 

Parameter: 

Schätzer: 

erwartungstreu (ohne n/n-1 Korrektur 
nur asymptotisch erwartungstreu) 

(‘Stichprobenvarianz’) 

Man kann zeigen: 

Der Fehler auf den Schätzer für die Varianz ist gegeben durch 

ist konsistent (mit und ohne Besselkorrektur (n/n-1) ) 
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Ein Schätzer für die Varianz 

oder: 
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Der Erwartungswert von σ2
S ist (mit µ = E[x])

E[σ2
S ] =

1
n − 1

n∑

i=1

E
[
(xi − x)2

]
(5.39)

=
1

n − 1

n∑

i=1

E
[
(xi − µ + µ − x)2

]
(5.40)

=
1

n − 1

n∑

i=1

E
[
(xi − µ)2 + (µ − x)2 + 2(xi − µ)(µ − x)

]
(5.41)

=
1

n − 1
E

[
n∑

i=1

(xi − µ)2 + n(µ − x)2 + 2(µ − x)
n∑

i=1

(xi − µ)

]

(5.42)

=
1

n − 1
E

[
n∑

i=1

(xi − µ)2 + n(µ − x)2 + 2(µ − x)n(x − µ)

]
(5.43)

=
1

n − 1

(

E

[
n∑

i=1

(xi − µ)2
]

− nE
[
(µ − x)2

]
)

(5.44)

=
1

n − 1

(
nV [x] − n

1
n

V [x]
)

(5.45)

= V [x] (5.46)

σ2
S ist also ein unverzerrter Schätzer für die Varianz der Grundgesamtheit V [x]. Wie man

sieht entsteht die “-1” im Vorfaktor 1
n−1 dadurch, dass x "= µ. Da x aus den xi ausgerechnet

wird, liegen die xi im (quadratischen) Mittel näher an x als an µ. Hätten wir die Varianz der
Stichprobe mit 1

n als Vorfaktor definiert, so hätten wir einen verzerrten Schätzer erhalten:

E

[
1
n

n∑

i=1

(xi − x)2
]

=
n − 1

n
V [x] (5.47)

⇒ b(n) =
n − 1

n
V [x] − V [x] = − 1

n
V [x]. (5.48)

Da die Verzerrung b(n) für n → ∞ verschwindet, ist er zumindest asymptotisch unverzerrt.
Aus ihm leitet sich ein Schätzer für die Standardabweichung der Grundgesamtheit ab, der
sogenannte RMS-Wert (vom englischen root mean square):

RMS =

√√√√ 1
n

n∑

i=1

(xi − x)2 (5.49)

Die Varianz der Varianz der Stichprobe ist

V [σ2
S ] = V

[
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)2
]

(5.50)

=
V [x]2

(n − 1)2
V

[
n∑

i=1

(xi − x)2

V [x]

]
(5.51)

Wenn die Grundgesamtheit einer Gaußverteilung folgt, dann folgt der Term in den eckigen
Klammern einer Chiquadratverteilung mit (n − 1) Freiheitsgraden, hat also die Varianz
2(n − 1). Damit erhalten wir

V [σ2
S ] =

2V [x]2

(n − 1)
für gaußverteilte Grundgesamtheit. (5.52)

Wenn Grundgesamtheit einer Gauss-WDF folgt, dann folgt der Ausdruck 
in der eckigen Klammer einer Chi-Quadrat-WDF mit n-1 FG, 
Deren Varianz 2(n-1) ist. 
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Der Erwartungswert von σ2
S ist (mit µ = E[x])

E[σ2
S ] =

1
n − 1

n∑

i=1

E
[
(xi − x)2

]
(5.39)

=
1

n − 1

n∑

i=1

E
[
(xi − µ + µ − x)2

]
(5.40)

=
1

n − 1

n∑

i=1

E
[
(xi − µ)2 + (µ − x)2 + 2(xi − µ)(µ − x)

]
(5.41)
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1

n − 1
E

[
n∑

i=1

(xi − µ)2 + n(µ − x)2 + 2(µ − x)
n∑

i=1

(xi − µ)

]

(5.42)
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1

n − 1
E

[
n∑

i=1

(xi − µ)2 + n(µ − x)2 + 2(µ − x)n(x − µ)

]
(5.43)

=
1

n − 1

(

E

[
n∑

i=1

(xi − µ)2
]

− nE
[
(µ − x)2

]
)

(5.44)

=
1

n − 1

(
nV [x] − n

1
n

V [x]
)

(5.45)

= V [x] (5.46)

σ2
S ist also ein unverzerrter Schätzer für die Varianz der Grundgesamtheit V [x]. Wie man

sieht entsteht die “-1” im Vorfaktor 1
n−1 dadurch, dass x "= µ. Da x aus den xi ausgerechnet

wird, liegen die xi im (quadratischen) Mittel näher an x als an µ. Hätten wir die Varianz der
Stichprobe mit 1

n als Vorfaktor definiert, so hätten wir einen verzerrten Schätzer erhalten:

E

[
1
n

n∑

i=1

(xi − x)2
]

=
n − 1

n
V [x] (5.47)

⇒ b(n) =
n − 1

n
V [x] − V [x] = − 1

n
V [x]. (5.48)

Da die Verzerrung b(n) für n → ∞ verschwindet, ist er zumindest asymptotisch unverzerrt.
Aus ihm leitet sich ein Schätzer für die Standardabweichung der Grundgesamtheit ab, der
sogenannte RMS-Wert (vom englischen root mean square):

RMS =

√√√√ 1
n

n∑

i=1

(xi − x)2 (5.49)

Die Varianz der Varianz der Stichprobe ist

V [σ2
S ] = V

[
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)2
]

(5.50)

=
V [x]2

(n − 1)2
V

[
n∑

i=1

(xi − x)2

V [x]

]
(5.51)

Wenn die Grundgesamtheit einer Gaußverteilung folgt, dann folgt der Term in den eckigen
Klammern einer Chiquadratverteilung mit (n − 1) Freiheitsgraden, hat also die Varianz
2(n − 1). Damit erhalten wir

V [σ2
S ] =

2V [x]2

(n − 1)
für gaußverteilte Grundgesamtheit. (5.52)
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Ein Schätzer für die Kovarianz 

Ein konsistenter und erwartungstreuer Schätzer für die Koarianzen ist: 

Schätzer für die Korrelationskoeffizienten sind : 
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Allgemein ergibt sich

V [σ2
S ] =

1
n

(
µ4 −

n − 3
n − 1

V [x]2
)

, (5.53)

wobei µ4 das vierte algebraische Moment der Grundgesamtheit ist. Wenn Varianz und µ4

der Grundgesamtheit endlich sind, dann ist σ2
S also ein konsistenter Schätzer für V [x]. Die

Standardabweichung von σS ergibt sich durch Anwendung der Fehlerfortpflanzung:

σσS =
√

V [σS ] =

√(
dσS

d(σS)2

)2

V [σ2
S ] =

1
2σS

√
V [σ2

S ]. (5.54)

Als Schätzer für die algebraischen Momente kann

µ̂k =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)k (5.55)

verwendet werden.

Ein unverzerrter Schätzer für die Kovarianzmatrix zweier Zufallsvariablen x und y ist

V̂xy =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) =
n

n − 1
(xy − x y) (5.56)

Damit erhält man als Schätzer für den Korrelationskoeffizienten

ρ̂ =
V̂xy

σS,xσS,y
=

xy − x y√(
x2 − x2

)(
y2 − y2

) (5.57)

Für den Fall, dass x und y einer zweidimensionalen Gaußverteilung folgen, findet man

E[ρ̂] = ρ − ρ(1 − ρ2)
2n

+ O(n−2) (5.58)

V [ρ̂] =
1
n

(1 − ρ2)2 + O(n−2) (5.59)

ρ̂ ist also nur asymptotisch unverzerrt, obwohl V̂xy,σS,x,σS,y unverzerrte Schätzer sind.

Obwohl das arithmetische Mittel ein unverzerrter, konsistenter Schätzer für den Mittelwert
der Grundgesamtheit ist und sicherlich am meisten verwendet wird, gibt es Fälle, in denen
andere Schätzer besser sind. In Abb. 5.1 vergleichen wir das arithmetische Mittel mit dem
Schätzer (xmax + xmin)/2, wobei xmax, xmin der maximale und der minimale Wert in
der Stichprobe sind. Zunächst werden 5000 Stichproben vom Umfang n = 50 aus einer
Normalverteilung gezogen. (a) zeigt zeilenweise des Histogramms die erhaltene Verteilung
für die ersten 20 Stichproben. Für jede Stichprobe wird dann das arithmetische Mittel x
und der Schätzer (xmax + xmin)/2 berechnet und in (c) bzw. (e) histogrammiert. Für die
ersten 20 Stichproben sind die erhaltenen Werte der Schätzer darüberhinaus in (a) als volle
bzw. leere Kreise eingezeichnet. Man erkennt, dass x eine deutlich kleinere Varianz aufweist
als (xmax+xmin)/2, also effizienter ist. Wie wir gesehen haben, hat das arithmetische Mittel
für eine Normalverteilung die kleinst mögliche Varianz, ist also effizient. Die Varianz von
x ist wie oben berechnet V [x] = V [x]

n = 1
n , womit sich eine Standardabweichung von

1√
50

≈ 0.14 ergibt. Dies finden wir in diesem Beispiel bestätigt. Der RMS-Wert für den
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Allgemein ergibt sich

V [σ2
S ] =

1
n

(
µ4 −

n − 3
n − 1

V [x]2
)

, (5.53)

wobei µ4 das vierte algebraische Moment der Grundgesamtheit ist. Wenn Varianz und µ4

der Grundgesamtheit endlich sind, dann ist σ2
S also ein konsistenter Schätzer für V [x]. Die

Standardabweichung von σS ergibt sich durch Anwendung der Fehlerfortpflanzung:

σσS =
√

V [σS ] =

√(
dσS

d(σS)2

)2

V [σ2
S ] =

1
2σS

√
V [σ2

S ]. (5.54)

Als Schätzer für die algebraischen Momente kann

µ̂k =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)k (5.55)

verwendet werden.

Ein unverzerrter Schätzer für die Kovarianzmatrix zweier Zufallsvariablen x und y ist

V̂xy =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) =
n

n − 1
(xy − x y) (5.56)

Damit erhält man als Schätzer für den Korrelationskoeffizienten

ρ̂ =
V̂xy

σS,xσS,y
=

xy − x y√(
x2 − x2

)(
y2 − y2

) (5.57)

Für den Fall, dass x und y einer zweidimensionalen Gaußverteilung folgen, findet man

E[ρ̂] = ρ − ρ(1 − ρ2)
2n

+ O(n−2) (5.58)

V [ρ̂] =
1
n

(1 − ρ2)2 + O(n−2) (5.59)

ρ̂ ist also nur asymptotisch unverzerrt, obwohl V̂xy,σS,x,σS,y unverzerrte Schätzer sind.

Obwohl das arithmetische Mittel ein unverzerrter, konsistenter Schätzer für den Mittelwert
der Grundgesamtheit ist und sicherlich am meisten verwendet wird, gibt es Fälle, in denen
andere Schätzer besser sind. In Abb. 5.1 vergleichen wir das arithmetische Mittel mit dem
Schätzer (xmax + xmin)/2, wobei xmax, xmin der maximale und der minimale Wert in
der Stichprobe sind. Zunächst werden 5000 Stichproben vom Umfang n = 50 aus einer
Normalverteilung gezogen. (a) zeigt zeilenweise des Histogramms die erhaltene Verteilung
für die ersten 20 Stichproben. Für jede Stichprobe wird dann das arithmetische Mittel x
und der Schätzer (xmax + xmin)/2 berechnet und in (c) bzw. (e) histogrammiert. Für die
ersten 20 Stichproben sind die erhaltenen Werte der Schätzer darüberhinaus in (a) als volle
bzw. leere Kreise eingezeichnet. Man erkennt, dass x eine deutlich kleinere Varianz aufweist
als (xmax+xmin)/2, also effizienter ist. Wie wir gesehen haben, hat das arithmetische Mittel
für eine Normalverteilung die kleinst mögliche Varianz, ist also effizient. Die Varianz von
x ist wie oben berechnet V [x] = V [x]

n = 1
n , womit sich eine Standardabweichung von

1√
50

≈ 0.14 ergibt. Dies finden wir in diesem Beispiel bestätigt. Der RMS-Wert für den

Für 2-dimensionale Gauss-WDF gilt: 
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Allgemein ergibt sich

V [σ2
S ] =

1
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(
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n − 1

V [x]2
)

, (5.53)

wobei µ4 das vierte algebraische Moment der Grundgesamtheit ist. Wenn Varianz und µ4

der Grundgesamtheit endlich sind, dann ist σ2
S also ein konsistenter Schätzer für V [x]. Die

Standardabweichung von σS ergibt sich durch Anwendung der Fehlerfortpflanzung:

σσS =
√

V [σS ] =

√(
dσS

d(σS)2

)2

V [σ2
S ] =

1
2σS

√
V [σ2

S ]. (5.54)

Als Schätzer für die algebraischen Momente kann

µ̂k =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)k (5.55)

verwendet werden.

Ein unverzerrter Schätzer für die Kovarianzmatrix zweier Zufallsvariablen x und y ist

V̂xy =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) =
n

n − 1
(xy − x y) (5.56)

Damit erhält man als Schätzer für den Korrelationskoeffizienten

ρ̂ =
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=

xy − x y√(
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) (5.57)

Für den Fall, dass x und y einer zweidimensionalen Gaußverteilung folgen, findet man

E[ρ̂] = ρ − ρ(1 − ρ2)
2n

+ O(n−2) (5.58)

V [ρ̂] =
1
n

(1 − ρ2)2 + O(n−2) (5.59)

ρ̂ ist also nur asymptotisch unverzerrt, obwohl V̂xy,σS,x,σS,y unverzerrte Schätzer sind.

Obwohl das arithmetische Mittel ein unverzerrter, konsistenter Schätzer für den Mittelwert
der Grundgesamtheit ist und sicherlich am meisten verwendet wird, gibt es Fälle, in denen
andere Schätzer besser sind. In Abb. 5.1 vergleichen wir das arithmetische Mittel mit dem
Schätzer (xmax + xmin)/2, wobei xmax, xmin der maximale und der minimale Wert in
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als (xmax+xmin)/2, also effizienter ist. Wie wir gesehen haben, hat das arithmetische Mittel
für eine Normalverteilung die kleinst mögliche Varianz, ist also effizient. Die Varianz von
x ist wie oben berechnet V [x] = V [x]

n = 1
n , womit sich eine Standardabweichung von

1√
50

≈ 0.14 ergibt. Dies finden wir in diesem Beispiel bestätigt. Der RMS-Wert für den

d.h. nur asymptotisch unverzerrt, obwohl                      erwartungstreu sind. 
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Für den Fall, dass x und y einer zweidimensionalen Gaußverteilung folgen, findet man

E[ρ̂] = ρ − ρ(1 − ρ2)
2n

+ O(n−2) (5.58)

V [ρ̂] =
1
n

(1 − ρ2)2 + O(n−2) (5.59)

ρ̂ ist also nur asymptotisch unverzerrt, obwohl V̂xy,σS,x,σS,y unverzerrte Schätzer sind.

Obwohl das arithmetische Mittel ein unverzerrter, konsistenter Schätzer für den Mittelwert
der Grundgesamtheit ist und sicherlich am meisten verwendet wird, gibt es Fälle, in denen
andere Schätzer besser sind. In Abb. 5.1 vergleichen wir das arithmetische Mittel mit dem
Schätzer (xmax + xmin)/2, wobei xmax, xmin der maximale und der minimale Wert in
der Stichprobe sind. Zunächst werden 5000 Stichproben vom Umfang n = 50 aus einer
Normalverteilung gezogen. (a) zeigt zeilenweise des Histogramms die erhaltene Verteilung
für die ersten 20 Stichproben. Für jede Stichprobe wird dann das arithmetische Mittel x
und der Schätzer (xmax + xmin)/2 berechnet und in (c) bzw. (e) histogrammiert. Für die
ersten 20 Stichproben sind die erhaltenen Werte der Schätzer darüberhinaus in (a) als volle
bzw. leere Kreise eingezeichnet. Man erkennt, dass x eine deutlich kleinere Varianz aufweist
als (xmax+xmin)/2, also effizienter ist. Wie wir gesehen haben, hat das arithmetische Mittel
für eine Normalverteilung die kleinst mögliche Varianz, ist also effizient. Die Varianz von
x ist wie oben berechnet V [x] = V [x]

n = 1
n , womit sich eine Standardabweichung von

1√
50

≈ 0.14 ergibt. Dies finden wir in diesem Beispiel bestätigt. Der RMS-Wert für den
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