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Anwesenheitsaufgaben

Aufgabe 38 Mazimum-Likelihood-Anpassung an exponentiell verteilte Daten
In Aufgabe 26 wurde eine ROOT-Datei mit simulierten Zerfallszeiten erzeugt.

In dieser Ubung sollen Sie versuchen, herauszufinden, welchen Wert der Zerfallskonstante 7 ein anderer
Ubungsteilnehmer benutzt hat, um diese Datei zu erzeugen.

Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(1)

Lassen Sie sich von einem anderen Ubungsteilnehmer die erzeugte Datei geben
und oOffnen diese in ROOT. Ein Beispiel dafiir findet sich im ROOT-Makro
/home/warsinsk/sd_wisel112/ueb6/aufgabe_38_anfang.C. Kopieren Sie sich dieses Makro
und 6ffnen Sie es. Versuchen Sie die Funktionsweise zu verstehen. Tragen Sie in Zeile 3 die Datei
eines anderen Ubungsteilnehmers ein.

Berechnen Sie fiir einen sinnvollen Wertebereich der Zerfallskonstante 7 den Logarithmus der
Likelihood fiir die Exponentialverteilung und die in Aufgabe 26 erzerzeugte Mefireihe:

In£(r;) = i [m (le) _ fj] (1)

i=1
und stellen Sie sie mittels eines TGraph graphisch dar, in dem In £(7;) gegen 7; aufgetragen wird.
Gehen Sie dazu wie folgt vor:
a) Erstellen Sie eine weitere for-Schleife, in der Sie verschiedene Werte fiir 7 durchfahren.

b) Summieren Sie fiir jeden Durchlauf dieser for-Schleife die Werte der Likelihood auf. Fiillen
Sie die so erhaltenen Punkte in einen TGraph mittels der SetPoint-Methode.

Ermitteln Sie aus der erzeugten Abbildung eine Abschitzung fiir die Zerfallskonstante, 7, und

deren Standardabweichung o; darauf. Vegleichen Sie den Wert mit dem Ergebnis, das aus der
A -2

“Minimum Variance Bound” Methode (V(7) = *-) folgt.

In /home/warsinsk/sd_wisel1112/ueb6 liegen einige Dateien mit verschiedenem Stichprobenum-
fang. Lassen Sie ihr Skript iiber diese laufen und beobachten, was mit der Likelihood passiert.

Nun wollen wir die in ROOT integrierte Anpassungsroutine benutzen, um eine Maximum-
Likelihood-Anpassung an die Daten durchzufiihren. Erstellen Sie dazu ein neues Skript, in dem
Sie wieder den TTree einlesen. Die Schleife iiber alle Eintrége ist jetzt nicht mehr notwendig.

Stellen Sie eine eindimensionale Exponentialverteilung bereit:

TF1 expFunk = TF1("expFunk", "(1.0/[0])*TMath::Exp(-x/[0])", 0.0, 100.0);
Setzen Sie den Parameter auf einen sinnvollen Startwert:

expFunk.SetParameter (0, 2.0);

Und fiihren Sie dann die Maximum-Likelihood-Anpassung an die Daten mittels des Kommandos



(vi)

tree.UnbinnedFit ("expFunk", "expzufall", "", "V");

durch. Die Option "expzufall" steht fiir den Namen der Zufallsvariablen im TTree. Die Option
"V" steht flir detaillierte Ausgabe. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis, das aus dem Minos-Fit
(Option "VE") folgt.

Sollten Sie ein wenig mehr Zeit zur Verfiigung haben, benutzen Sie die ,,Monte-Carlo“-Methode,
um den Mittelwert des Schitzwertes der Zerfallskonstante 7 und dessen Standardabweichung s»
zu bestimmen. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

Nehmen Sie den Schétzwert 7 aus Unteraufgabe (v). Sie konnen den Wert des Parameters
der Funktion mittels expFunk.GetParameter(0) abfragen.

Erstellen Sie einen neuen TTree (mit anderem Namen als den urspriinglichen) und bereiten
Sie eine Fliesskommazahl vor, um sie in den TTree einzufiillen (wie dies geht, wurde in
Aufgabe 26 besprochen).

Generieren Sie eine weitere Stichprobe von 100 exponentiell verteilten Zufallszahlen mit
7' = 7. Verwenden Sie dazu einen Zufallszahlengenerator vom Typ TRandom3 und die Meth-
ode Exp(tau). Fiillen Sie diese Zufallszahlen in den TTree.

Ermitteln Sie unter Verwendung der ROOT-Anpassungsroutine den Maximum-Likelihood-
Schitzwert 7/ fiir diese neue Stichprobe.

Wiederholen Sie diese Schritte 1000 mal und fiillen Sie die Schéitzwerte fiir die Zerfallskon-
stante aus jedem Schritt in ein Histogramm. Dabei sollten Sie jedesmal den TTree erst leeren,
bevor wieder 100 Zufallszahlen eingefiillt werden. Dies kann mittels der Reset ()-Methode
erreicht werden.

Lesen Sie aus diesem Histogramm die Werte fiir 7 und s; ab.



Hausaufgaben

Aufgabe 39  Mazimum Likelihood* fiir die Normalverteilung 4 Punkte
Betrachten Sie n verschiedene Messungen x;, wobei jede einen bekannten Fehler o; besitzt. Jede Vari-
able ist also gemif der Gaussverteilung G'(z;; p,0;) verteilt. In dieser Ubung werden wir den besten
Schatzwert fiir den Mittelwert p dieser Messungen ermitteln.

(i) Stellen Sie die Likelihoodfunktion fiir die n gaussischen Messungen auf.
(ii) Berechnen Sie den ,Maximum Likelihood“-Schétzer i fiir den Mittelwert.

(iii) Berechnen Sie die Varianz des ,Maximum Likelihood“-Schétzers i, indem Sie die MVB-Formel

. 1
V(p) = W (2)
) u=p
benutzen.
Aufgabe 40  Mazimum Likelihood* fiir die Poissonverteilung 3 Punkte

Betrachten Sie eine einmalige Messung einer Mefgrofie n, die geméfl der Poisson-Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion f(n;v) = %e‘” verteilt sein soll.

(i) Berechnen Sie den ,Maximum Likelihood“-Schétzer ¥ fiir den Mittelwert.
(ii) Ist der Schétzer erwartungstreu?

(iii) Benutzen Sie die MVB-Methode, um die Varianz des Schétzers V() auszurechnen.

Aufgabe 41 Beweis der Rao-Cremér-Frechet-Ungleichung 7 Punkte
Eine Zufallsvariable folge der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x;6), wobei # ein unbekannter Pa-
rameter sei. Betrachten Sie eine Stichprobe & = (z1,...,z,), die benutzt wird, um einen Schétzer 0(Z)

fiir 6 zu ermitteln. Gehen Sie von diesem Startpunkt aus, um die Rao-Cremér-Frechet-Ungleichung

Vg > (L+5)”

- 92InL
B |7

(3)

~

zu beweisen, wobei b = E[f] — 0 die Verzerrung (bzw. der Bias) des Schétzers ist. Gehen Sie dazu wie
folgt vor:

(i) Benutzen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir zwei Funktionen v und v

(/uzdxl...dxn> (/UQda:l...da;n> > (/uvda;l...dxn>2, (4)

mit u = (§ — E[0])v/L und v = Bg;L L, wobei L = fgem(%;6) die Likelihoodfunktion ist, welche
auch gleichzeitig die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung fiir & ist.

Schreiben Sie die Ungleichung in Form von Erwartungswerten und Varianzen und ermitteln Sie

~

daraus eine untere Grenze auf V6.

(ii) Nehmen Sie an, dass & = (z1,...,2,) nicht von 6 abhingt, so dass # und die Ableitung nach 6
vor das Integral gezogen werden kénnen. Zeigen Sie damit, dass

OlnL] [0 feem(T;0) . _
E [ 5 ] _/aefgem(x, 0)dz; ...dx, = 0.

(iii) Zum Beweis der Rao-Cremér-Frechet-Ungleichung zeigen Sie nun, dass

~Oln L 0b
E[989 ]_1+89,

OlnL\?
00
Nehmen Sie dazu wieder an, dass die Ableitung nach 6 und die Integration iiber ¥ vertauscht

werden konnen.

und in dhnlicher Weise:

E

9?InL
=k [892] :



Aufgabe 42 Messung der Polarisationsasymmetrie 6 Punkte

Eine wichtige Messung der Paritétsverletzung in der elektroschwachen Wechselwirkung des Stan-
dardmodells wurde durchgefiihrt, indem die inelastische Streuung von polarisierten Elektronen an
einem Deuteriumtarget vermessen wurde. Die Paritétsverletzung fithrt dabei zu einer Differenz im
Streuwirkungsquerschnitt zwischen links- und rechts-hindig polarisierten Elektronen. Die Mefigrofle
war dabei die Polarisationsasymmetrie «, die gegeben ist durch

OR—0
OR+ 0L

wobei o1, (or) die Wirkungsquerschnitte fiir links- (rechts)-héndige Elektronen bei der inelastischen

Streuung an einem Deuteriumtarget sind.

Fiir eine gegebene Luminositit L ist die Anzahl der beobachteten Streuereignisse bei links- bzw. recht-
héndigen Elektronen eine poissonverteilte Zufallsvariable, ny bzw. ng, mit Mittelwerten vy, bzw. vg.
Die Mittelwerte stehen mit den Wirkungsquerschnitten iiber vy = oy L bzw. vgp = orL in Beziehung,
wobei die Luminositét L fiir die beiden Datensétze identisch ist.

(i) Benutzen Sie die Tatsache, dass die beobachtete Anzahl von Streuereignissen poissonverteilt ist,
um einen ,,Maximum Likelihood“-Schétzer & fiir die Asymmetrie « aufzustellen.

(ii) Benutzen Sie Fehlerfortpflanzung (und nehmen Sie dabei an, dass die Messungen der
Streuereignisse fiir links- bzw. rechtshindige Elektronen unabhéingig voneinander sind), um die
Standardabweichung o4 auf diesen Schitzer als Funktion von oo und nror = ng+ng zu ermitteln.

(iii) Bevor das Experiment aufgebaut wurde, wurde erwartet, dass die Asymmetrie ungefihr 10~
betragen wiirde. Welche Gesamtzahl von Streuereignissen musste man dafiir beobachten, um die
Asymmetrie mit einer relativen Genauigkeit von 10% zu messen?



