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Kapitel 6 (Fortsetzung) 

Die Maximum-Likelihood Methode
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Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern

Betrachte die Verteilung eines Streuwinkels  x = cos θ,

Oder wenn x
min

 < x < x
max

, müssen wir korrekt normieren:

Beispiel:  α = 0.5, β = 0.5, x
min

 = -0.95, x
max

 = 0.95, 

generiere n = 2000 Messungen/Ereignisse mit der MC-Methode.
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Numerische Bestimmung des Maximums von ln L(α, β) (MINUIT) liefert

Bemerkung: Kein Binning der Daten im Fit.
Histogramm nur für Visualisierung

Kovarianzen aus (MINUIT Routine 
HESSE)

Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern- Fit-Ergebnis
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Zwei-Parameter-Fit:  MC-Studie

Wiederhole ML-Fit für 500 Experimente, alle mit jeweils n = 2000 Ereignissen

Mittelwerte der Schätzer ~ wahre Werte
Kovarianzen nahe an früheren Abschätzungen.
Randverteilungen ungefähr gaussförmig. 
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Die “ln L
max

 - ½”-Kontur

Für großen Stichprobenumfang n, wir ln L Paraboloid 
(quadratische Form) in der Nähe des Maximums:

Die Kontur ist eine Ellipse:
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Kovarianzen aus “ln L”- Kontur

→ Tangenten an Kontur

ergeben Standardabweichungen

→ Winkel der Hauptachse der Ellipse zur 
     Horizontalen ergibt Korrelation:

Korrelation zwischen Schätzern resultieren in einer
Vergrößerung der Standardabweichungen (stat. Fehler). 

Die (α, β)-Ebene für 
die erste Messung
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Kovarianzen aus “ln L”- Kontur

Teilweise findet man:  bilde senkrechte im Punkt des Schätzwertes
→ Liefert zu kleine Fehler (bei Korrelation=1 verschwindende Fehler).
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Ein weiteres Beispiel
Gegeben sei Messgröße x >0

Annahme: folgt WDF

Ein Anteil aus Gauss-WDF, ein Anteil aus Exponential WDF.

Wahre Wert der Parameter:

Messung (Simulation) liefert Stichprobe vom Umfang n=100

Berechne Log-Likelihoodfunktion
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Daraus kann man den Erwartungswert für λ̂ berechnen:

E [λ̂ ] =
∞

0
λ̂h(λ̂ ;n, λ)dλ̂ =

n
n − 1

λ (6.64)

Der Schätzer λ̂ ist also im Gegensatz zu τ̂ verzerrt . Asymptot isch verschwindet die Ver-
zerrung, wie es für jeden ML-Schätzer sein muss.

Die ML-Methode ist auch geeignet um experimentelle Effekte in der Analyse zu berück-
sicht igen. Dies sei an zwei Beispielen veranschaulicht .

Lebensdauer mit beschr änkt er A kzept anz

Wenn dieApparatur dieLebendauermessung auf Werte kleiner einer maximalen Zeit T be-
schränkt , so müssen wir lediglich die Wahrscheinlichkeitsdichtefunkt ion der Einzelmessung
neu normieren:

f (t ; τ , T ) =
1

1− exp − T
τ

1
τ

exp −
t
τ

. (6.65)

Setzt man die damit erhaltenen logarithmische Likelihood-Funkt ion gleich Null, so ergibt
sich

τ̂ =
1
n

n

i= 1

t i +
n

i= 1

T exp − T
τ̂

1− exp − T
τ̂

. (6.66)

Daraus kann der ML-Schätzwert τ̂ numerisch best immt werden.

Lebensdauer mit endl icher A ufl ösung

Wenn dieZeitmessung einer Unsicherheit unterliegt , diezu einer gaußverteilten Verschmie-
rung der Meßwerte führt , dann kann dies berücksicht igt werden, indem als Wahrschein-
lichkeitsdichtefunkt ion der Einzelmessung die Faltung

g(t ; τ , σ) =
∞

− ∞

1
√

2πσ2
exp −

t 2

2σ2 f ((t − t ); τ )dt (6.67)

verwendet wird, wobei σ die Auflösung der Zeitmessung ist .

6.4.3 M L mit zwei Paramet ern

Wenn die Hypothese f (x;θ1, ..., θm ) mehrere unbekannte Parameter θ1, ..., θm hat , dann
kann die ML-Methode verwendet werden, um diese Parameter gleichzeit ig zu schätzen.
Als Beispiel betrachten wir den Fall von zwei unbekannten Parametern. Wir nehmen an,
dass die Meßgröße x > 0 einer Verteilung folgt , die aus einem exponent iell abfallenden
Untergrund und einem gaußförmigen Signal besteht , wobei der Anteil s des Signals und
der Mit telwert der Signalverteilung µ unbekannt sind:

f (x; s, µ) = s
1
√
π
e− (x− µ)2

+ (1 − s)e− x (6.68)

Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeitsdichtefunkt ion für alle Werte der Parameter s
und µ auf 1 normiert sein muss. Da wir nur Meßwerte x > 0 betrachten, ist dies hier
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aufgrund der Gaußfunkt ion nicht exakt erfüllt . Wir werden jedoch nur Mit telwerte µ
betrachten, die so groß sind, dass in guten Näherung gilt :

∞

0
f (x; s, µ)dx =

∞

0
s

1
√
π
e− (x− µ)2

+ (1− s)e− xdx = 1 (6.69)

Um die Funkt ionsweise der ML-Methode im mehrdimensionalen Fall zu untersuchen,
führen wir wieder Monte-Carlo-Experimente durch. Zunächst generieren wir eine St ich-
probe von n = 100 Meßwerten x entsprechend der obigen Verteilung, wobei wir als wahre
Werte

s0 = 0.5 (6.70)

µ0 = 2.0 (6.71)

annehmen. Das Histogramm dieser “ Meßwerte” ist in Abb. 6.3 (a) zu sehen. Es ist auf
Binbreite und Gesamtzahl der Werte normiert , so dass man es direkt mit der ebenfalls
eingezeichneten Funkt ion f (x; s, µ) vergleichen kann. Als nächstes definieren wir die Log-
Likelihood-Funkt ion

logL (s, µ) =
n

i= 1

log f (x i ; s, µ), (6.72)

dienat ürlich jetzt eineFunkt ion von zwei Variablen ist . Abb. 6.3 (b) zeigt logL (s, µ) für die
St ichprobe. Bei der Berechnung haben wir das Binning in (a) nicht verwendet , sondern
jeden Meßwert einzeln berücksicht igt . Die Maximierung von logL (s, µ) wird numerisch
durchgeführt , z.B mit der MIGRAD-Funkt ion im MINUIT-Paket [MINU]. Dieses liefert
folgende Ausgabe:

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
MI GRAD MI NI MI ZATI ON HAS CONVERGED.
MI GRAD WI LL VERI FY CONVERGENCE AND ERROR MATRI X.
COVARI ANCE MATRI X CALCULATED SUCCESSFULLY
FCN=118. 51 FROM MI GRAD STATUS=CONVERGED 34 CALLS 49 TOTAL

EDM=9. 7183e- 009 STRATEGY= 1 ERROR MATRI X ACCURATE
EXT PARAMETER STEP FI RST
NO. NAME VALUE ERROR SI ZE DERI VATI VE
1 si g 5. 63270e- 001 8. 44144e- 002 1. 17212e- 003 - 6. 04609e- 004
2 mean 1. 93964e+000 1. 32226e- 001 4. 53681e- 004 - 1. 09683e- 003

ERR DEF= 0. 5
EXTERNAL ERROR MATRI X. NDI M= 25 NPAR= 2 ERR DEF=0. 5
7. 196e- 003 - 4. 669e- 003
- 4. 669e- 003 1. 751e- 002
PARAMETER CORRELATI ON COEFFI CI ENTS

NO. GLOBAL 1 2
1 0. 41595 1. 000 - 0. 416
2 0. 41595 - 0. 416 1. 000

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Als ML-Schätzer lesen wir ab

ŝ = 0.56 ± 0.08 (6.73)

µ̂ = 1.94 ± 0.13 (6.74)

Dabei werden die Fehler abgeschätzt , indem zunächst die Matrix der zweiten Ableitungen
der Log-Likelihood-Funkt ion numerisch berechnet und invert iert wird, wodurch sich nach
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ŝ = 0.56 ± 0.08 (6.73)

µ̂ = 1.94 ± 0.13 (6.74)

Dabei werden die Fehler abgeschätzt , indem zunächst die Matrix der zweiten Ableitungen
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Ein weiteres Beispiel (2)

Links: Verteilung
der Stichprobe vgl.
mit wahrer WDF

Recht: Log-Likelihood-
            Funktion 
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Abbildung 6.3: Schätzung von zwei Parametern mit der ML-Methode (siehe Text).

ν bezeichnen. Damit erweitert sich die Likelihood-Funkt ion zu

L (ν, θ) =
νn

n!
e− ν

n

i= 1

f (x i ; θ). (6.82)

Dies nennt man die er weit er t e L ikel ihood. Die Log-Likelihood-Funkt ion ist dann

logL (ν, θ) = n logν − ν +
n

i= 1

log f (x i ;θ) + ... (6.83)

= − ν +
n

i= 1

log (νf (x i ;θ)) + ... (6.84)

wobei konstante, nur von n abhängende Terme weggelassen wurden, da sie bei der Berech-
nung des Maximums der Likelihood keine Rolle spielen.
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∞

0
f (x; s, µ)dx =

∞

0
s

1
√
π
e− (x− µ)2
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Binbreite und Gesamtzahl der Werte normiert , so dass man es direkt mit der ebenfalls
eingezeichneten Funkt ion f (x; s, µ) vergleichen kann. Als nächstes definieren wir die Log-
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logL (s, µ) =
n

i= 1

log f (x i ; s, µ), (6.72)

dienatürl ich jetzt eineFunkt ion von zwei Variablen ist . Abb. 6.3 (b) zeigt logL (s, µ) für die
Stichprobe. Bei der Berechnung haben wir das Binning in (a) nicht verwendet , sondern
jeden Meßwert einzeln berücksicht igt . Die Maximierung von logL (s, µ) wird numerisch
durchgeführt , z.B mit der MIGRAD-Funkt ion im MINUIT-Paket [MINU]. Dieses liefert
folgende Ausgabe:

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
MI GRAD MI NI MI ZATI ON HAS CONVERGED.
MI GRAD WI LL VERI FY CONVERGENCE AND ERROR MATRI X.
COVARI ANCE MATRI X CALCULATED SUCCESSFULLY
FCN=118. 51 FROM MI GRAD STATUS=CONVERGED 34 CALLS 49 TOTAL

EDM=9. 7183e- 009 STRATEGY= 1 ERROR MATRI X ACCURATE
EXT PARAMETER STEP FI RST
NO. NAME VALUE ERROR SI ZE DERI VATI VE
1 si g 5. 63270e- 001 8. 44144e- 002 1. 17212e- 003 - 6. 04609e- 004
2 mean 1. 93964e+000 1. 32226e- 001 4. 53681e- 004 - 1. 09683e- 003

ERR DEF= 0. 5
EXTERNAL ERROR MATRI X. NDI M= 25 NPAR= 2 ERR DEF=0. 5
7. 196e- 003 - 4. 669e- 003
- 4. 669e- 003 1. 751e- 002
PARAMETER CORRELATI ON COEFFI CI ENTS

NO. GLOBAL 1 2
1 0. 41595 1. 000 - 0. 416
2 0. 41595 - 0. 416 1. 000

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Als ML-Schätzer lesen wir ab

ŝ = 0.56 ± 0.08 (6.73)

µ̂ = 1.94 ± 0.13 (6.74)

Dabei werden die Fehler abgeschätzt , indem zunächst die Matrix der zweiten Ableitungen
der Log-Likelihood-Funkt ion numerisch berechnet und invert iert wird, wodurch sich nach

Numerische Minimierung
von –log L mit
MIGRAD in MINUIT
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Ein weiteres Beispiel (3)

ML-Schätzer

Aus Krümmung der 
log-Likelihoodfkt. Im
Minum ergibt sich Kovarianzmatrix
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Abbildung 6.3: Schätzung von zwei Parametern mit der ML-Methode (siehe Text ).

ν bezeichnen. Damit erweitert sich die Likelihood-Funkt ion zu

L (ν, θ) =
νn

n!
e− ν

n

i= 1

f (x i ; θ). (6.82)

Dies nennt man die erweit er t e L ikel ihood. Die Log-Likelihood-Funkt ion ist dann

logL (ν, θ) = n logν − ν +
n

i= 1

log f (x i ;θ) + ... (6.83)

= − ν +
n

i= 1

log (νf (x i ;θ)) + ... (6.84)

wobei konstante, nur von n abhängende Terme weggelassen wurden, da sie bei der Berech-
nung des Maximums der Likelihood keine Rolle spielen.
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Gl. 6.37 ein Schätzer für die Kovarianzmatrix ergibt :

(V − 1) i j = −
∂2 logL
∂θi ∂θj θ=

ˆ
θ

(6.75)

⇒ V =
7.196 × 10− 3 − 4.669 × 10− 3

− 4.669 × 10− 3 1.751 × 10− 2 (6.76)

Die Diagonalelemente diese Matrix stellen die Varianzen von ŝ und µ̂ dar, so dass sich der
Fehler auf diese Größen aus deren Quadratwurzeln ergibt . In der Nebendiagonale findet
sich die Kovarianz cov[ŝ, µ̂], aus der man sofort den Korrelat ionskoeffizienten ρŝµ̂ ≈ 0.42
ausrechnet . Die beiden ML-Schätzer sind also negat iv korreliert . Dies ist anschaulich auch
klar, denn wenn ein höherer Mit telwert µ des Signals angenommen wird, dann wird ein
kleinerer Anteil s der Meßpunkte dem Signal zugeordnet .

Um dieFehler zu best immen, können wir alternat iv dieLog-Likelihood-Funkt ion daraufhin
untersuchen, wo sie um 0.5 unter ihren Maximalwert abgefallen ist. Diese Punktmenge ist
in Abb. 6.3 (c) gezeichnet und hat die Form einer Ellipse. Zus̈atzlich ist als Kreuz der
Punkt (ŝ, µ̂) und als gefüllter Kreis der Punkt der wahren Werte (0.5, 2.0) eingezeichnet .
Wir wissen, dassdieLog-Likelihood-Funkt ion für großen gaußförmig wird und die folgende
Form annimmt

logL (s, µ) = logLmax −
1

2(1 − ρŝµ̂)2)
s − ŝ
σŝ

2

+
µ − µ̂
σµ̂

2

(6.77)

− 2ρŝµ̂
s − ŝ
σŝ

µ − µ̂
σµ̂

(6.78)

In diesem Grenzfall ist die Punktmenge logL (s, µ) = logLmax − 0.5 gegeben durch

1 =
1

(1 − ρŝµ̂)2)
s − ŝ
σŝ

2

+
µ − µ̂
σµ̂

2

(6.79)

− 2ρŝµ̂
s − ŝ
σŝ

µ − µ̂
σµ̂

(6.80)

und mithin eine exakte Ellipse, deren Zentrum bei den ML-Schätzern (ŝ, µ̂) liegt . Zur
Horizontalen hat ihre Hauptachse einen Winkel φ mit

tan(2φ) =
2ρŝµ̂σŝσµ̂
σ2
ŝ − σ2

µ̂

(6.81)

Die senkrechten und horizontalen Tangenten an diese Ellipse liegen bei s = ŝ ± σŝ und
µ = µ̂ ± σµ̂ . Damit können wir die Fehler auf ŝ und µ̂ auch direkt von der Kontur
logL (s, µ) = logLmax − 0.5 ablesen. Diese Best immung des Fehlers kann, wie in Ab-
schnit t 6.3 besprochen, auch dann angewendet werden, wenn für endliche n die Log-
Likelihood-Funkt ion noch nicht gaußförmig ist . In Abb. 6.3 (c) sehen wir, dass diese Me-
thode in guter Näherun die gleichen Fehler liefert wie die Inversion der Matrix der zweiten
Ableitungen. Im MINUIT-Paket wird diese Art der Fehlerbest immun von der Funkt ion
MINOS durchgeführt , deren Ausgabe für das gegebene Problem folgendermassen aussieht .
Unter “ MINOS ERRORS, NEGATIVE / POSIT IVE” findet man die so best immten Feh-
ler, die im gegebenen Fall nur leicht asymmetrisch sind.

Negative Koorrelation:   ρ=-0.42

M. Schumacher, S. Lai                       Statistische Methoden der Datenanalyse                              WiSe 2012/2013



Ein weiteres Beispiel (4)

Alternative Abschätung der Varianz über ∆ln L = ½-Regel

Für großen Stichprobenumfang geht ln L in Paraboloid über

Die Kontur für 

ist gegeben durch die Ellipsengleichung:
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klar, denn wenn ein höherer Mit telwert µ des Signals angenommen wird, dann wird ein
kleinerer Anteil s der Meßpunkte dem Signal zugeordnet .

Um dieFehler zu best immen, können wir alternat iv dieLog-Likelihood-Funkt ion daraufhin
untersuchen, wo sie um 0.5 unter ihren Maximalwert abgefallen ist . Diese Punktmenge ist
in Abb. 6.3 (c) gezeichnet und hat die Form einer Ellipse. Zus̈atzlich ist als Kreuz der
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(1 − ρŝµ̂)2)
s − ŝ
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σ2
ŝ − σ2

µ̂

(6.81)

Die senkrechten und horizontalen Tangenten an diese Ellipse liegen bei s = ŝ ± σŝ und
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Ein weiteres Beispiel (5)

Numerische Bestimmung mit MINOS in MINUIT:

Ln L keine perfekter Paraboloid → asymmetrische Fehler

Fehler stimmen innnerhalb Unsicherheit mit MIGRAD-Methode überein
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Ein weiteres Beispiel (6)

Simulation von 10 identischen 
Messreihe je a 100 Messwerte.

In 4 von 10 Fällen liegt wahrer Wert 
in der Fehlerellipse.
(für 2-dim Gaussverteilung erwartet 
man,  dass  in 39% der Fällen die 
Kovarianzellipse den wahren Wert abdeckt)

Jetzt Simulation von 1000 Messreihen und Betrachtung
der Verteilung der ML-Schätzer 
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Abbildung 6.3: Schätzung von zwei Parametern mit der ML-Methode (siehe Text ).

ν bezeichnen. Damit erweitert sich die Likelihood-Funkt ion zu

L (ν, θ) =
νn

n!
e− ν

n

i= 1

f (x i ;θ). (6.82)

Dies nennt man die er weit er t e L ikel ihood. Die Log-Likelihood-Funkt ion ist dann

logL (ν, θ) = n logν − ν +
n

i= 1

log f (x i ; θ) + ... (6.83)

= − ν +
n

i= 1

log (νf (x i ; θ)) + ... (6.84)

wobei konstante, nur von n abhängende Terme weggelassen wurden, da sie bei der Berech-
nung des Maximums der Likelihood keine Rolle spielen.
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Ein weiteres Beispiel (7)

Korrelation sichtbar.

Breite der Verteilung stimmt 
Mit abgeschätzen Varianzen in 
Einzelmessung überein
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Abbildung 6.3: Schätzung von zwei Parametern mit der ML-Methode (siehe Text).
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nung des Maximums der Likelihood keine Rolle spielen.
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Abbildung 6.3: Schätzung von zwei Parametern mit der ML-Methode (siehe Text).
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Erweiterte ML-Methode

Bisher haben wir nur die Form der WDF f(x;θ) verwendet.

Nicht auch die absolute Normierung.

Betrachte Anzahl der Beobachtungen als Poission-verteilte ZV

Das Ergebnis eines Experimentes ist dann: n, x
1
, ..., x

n
.

Die erweiterte Likelihoodfunktion lautet:

Annahme die Theorie gibt einen Zusammenhang   ν = ν(θ), dann ist
die erweiterte  log-Likelihoodfunktion (EML) gegeben durch: 

wobei C Terme repräsentiert, die nicht von den Parametern θ  abhängen.
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Erweiterte ML nutzt mehr Information → kleinere Varianz für

Beispiel:  erwartete Anzahl von Ereignissen

Wobei der totale Wirkungsquerschnitt σ(θ) als Funktion der

Parameter in der Theorie vorhergesagt wird, ebenso

wie die Verteilung einer Variablen x  

(normierter differentieller Wirkungsquerschnitt).

Wenn ν nicht von θ abhängt, sondern ein freier Parameter ist,
dann liefert die EML-Methode:

Erweiterte ML-Methode

(Dennoch kann es sinnvoll sein die EML-Methode zu verwenden.)
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Erweiterte ML Beispiel
Betrachte zwei Arten von Ereignissen  (z.B. Signal und Untergrund),
von denen für jede in der Theorie die WDF für eine Observable x
f
s
(x) and f

b
(x) vorhergesagt wird.

Wir beobachten im Experiment eine Überlagerung der beiden Arten 
von Ereignissen. 
Der Anteil an Signalereignissen sei θ, die erwartete Gesamtzahl ν, 
Die Anzahl beobachteter Ereignisse n.

Dann gilt Ziel ist Schätzung von µσ, µβ.

→
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Maximiere log-Likelihood 
bzgl. µs and µb:

Monte-Carlo-Beispiel aus
einer Kombination von 
Exponential-WDF (Untergrund)
und Gauss-WDF (Signal):

Fehler reklektieren Poisson-Fluktuation
In der Gesamtanzahl, als auch im Verhältnis 
von Signal/Untergrund

Erweiterte ML Beispiel (2)
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EML-Beispiel:  ein unphysikalischer Schätzwert 

Eine Abwärtsfluktuation in den Daten in der Signalregion kann dazu führen,
dass wenige Ereignisse geschätzt werde, als unter der Annahme,
dass nur Untegrundereignisse existieren.

Der Schätzwert für µs wird dann 

zu negativen (unphysikalischen)
Werten gezwungen.

Das kann akzeptiert werden
Solange die Gesamt-WDF
überall positiv bleibt.
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Unphysikalische Schätzwerte (2)
In diesem Fall ist der unphysikalische Schätzer erwartungstreu und
sollte deshalb trotzdem als Ergebnise berichtet werden, weil
der Erwartungswerte  über eine große Anzahl von Schätzungen
Gegen der wahren Wert konvergiert.

Rezept: wiederhole 
Experiment viele male (hier 200) 
und erlaube unphysikalische 
(negative) Schätzwerte
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ML-Methode für Histogramme

Oft werden Daten in Histogramm gefüllt 
(um Rechenzeit bei Auswertung der Likelihood 
Für sehr große Stichproben zu sparen)

Oder Daten liegen nur in Form eines Histogrammes vor

Oder WDF der Theorie kann nicht analystisch berechnet 
Sondern nur durch MC-Simulation (z.B. Berücksichtigung
Von Akeptanz. Und Auflösungseffekten (→Faltung))

Hypothese im Modell mit Parametern θ ist  (mit ν
tot

=n
tot

):

Stichprobe liefert Histogramm mit Einträgen:
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ML-Methode für Histogramme

Bei analytischer bekannter WDF der Theorie ergeben sich νi

Da  n
tot

 konstant, folgt die gemeinsame WDF für den 

Stichprobenvektor einer Multinomialverteilung.  

Die log-Likelihood-Funktion ergibt sich zu:

oder direkt aus dem Histogramm der Simulation für die WDF. 

C=const.=Terme unabhängig von θ
i
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ML-Beispiel für Histogram

Unser beliebtes Beispiel: die Exponential-WDF, aber nun als Histogramm

Im Grenzfall verschwindender Binbreite → normale ML-Methode

Einteilung in Bins führt zu Informationsverlust → Varianz größer
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Erweiterte ML-Beispiel für Histogram
Bisher nur Form der Histogramme. 
Zahl der Einträge in Theorie durch Beobachtung fixiert (mit νtot=ntot)

Und die erweiterte Likelihoodfunktion ist:

Betrachte nun n
tot

 als Poisson-ZV mit Mittelwert ν
tot

=n
tot

.

Die gemeinsame WDF ergibt sich zu:

= Produkt von N unabhängigen Poisson-WDF in jedem Bin.

X Pois(ntot; νtot)

M. Schumacher, S. Lai                       Statistische Methoden der Datenanalyse                              WiSe 2012/2013



Ziel: Messung von g. 

Erweiterte ML-Methode: Beispiel

Anzahl der beobachteten Ereignisse
hängt quadratisch von g ab. 

Form hängt nicht trivial 
von g ab. 

M. Schumacher, S. Lai                       Statistische Methoden der Datenanalyse                              WiSe 2012/2013



Erweiterte ML-Methode: Beispiel-Fit Ergebnis

EML reduziert den statistischen Fehler

ML: durchgezogene Linien

EML: unterbochene Linien

M. Schumacher, S. Lai                       Statistische Methoden der Datenanalyse                              WiSe 2012/2013



Beziehung zwischen ML und Bayes-Schätzern

In Bayesianischer  Statistik, sind beide, θ und x Zufallsvariablen. 

Erinnerung an Bayesianische Interpretation:

Benutze subjektive Wahrscheinlichkeit für Hypothesen (θ);
vor Messung/Experiment: Kenntnis zusammengefasst in  A-Priori-WDF π(θ);
verwende Bayes-Theorem, um die A-Priori-Wkt. durch die Daten aus 

Experiment abzuändern/anzupassen.

Posterior-WDF für Hypothesen über Parameter θ
(Bedingte WDF für θ gegeben die Stichprobe x)
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Reiner  Bayesianer:  p(θ |x)  enthält gesamte Kenntnis über 
                                 Parameter θ.  Brauche nichts anderes.

Pragmatischer Bayesianer:  p(θ | x) könnte komplizierte Funktion sein,

→ fasse Kenntnis über Parameter in Schätzwert zusammen 

Bestimme Modalwert (oder Erwartungswert) von p(θ | x)

Was verwenden wir für “Prior” π(θ)?  Es gibt keine goldene Regel, 
Oft wird “Unkenntnis des Prior” durch Gleichverteilung
π(θ) = konstant, präsentiert. Dann gilt für Modalwert=Maximum von p(θ | x)

Aber... wir könnten einen anderen Parameter verwendet haben z.B.  λ = 1/θ,
und wenn  “Prior” πθ(θ) konstant ist, dann nicht der Prior πλ(λ) !  
“Komplette Ignoranz des Prior”  ist nicht wohldefiniert.

Beziehung zwischen ML und Bayes-Schätzern
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Annahme:  zwei Observable x und y mit unterschiedlichen Abhängigkeiten 
                  vom Parameter θ, der geschätzt werden soll.
                   

                   
                  Zwei unabhängige Messreihen/stichproben für x und y.

Wenn für beide Observablen die Likelihoodfunktionen bekannt sind,
dann ergibt sich die gemeinsame Likelihoodfunktion zu:

Kombination von Messungen mit ML-Methode:

6.8. KOMBINATION MEHRERER MESSUNGEN 121

M ont e-Car lo-M et hode

Die Verteilung der Maximalwerte logLmax der Log-Likelihood kann durch viele wiederhol-
te Monte-Carlo-Experimente best immt werden. Mit dieser kann dann der P-Wert des in
Daten gefundenen Werts von logLmax best immt werden. Ist der P-Wert zu klein, so wird
man die Hypothese verwerfen. Für kleine Ereigniszahlen ist dies die einzige zuverlässige
Methode.

H ist ogrammieren

Die ntot Meßwerte der Daten werden in ein Histogramm n = (n1, ..., nN ) eingefüllt . Aus
der Hypothese best immt man nach

νi = ntot

xm ax
i

xm i n
i

f (x; θ̂)dx (6.94)

dieErwartungswertenach der Hypothese unter Verwendung der ML-Schätzer für die freien
Parameter. Dies erlaubt zum einen einen graphischen Vergleich von Daten und Hypothese.
Zum anderen können nun übliche Methoden wie Chiquadrat angewendet werden, um die
Güte der Übereinst immung zu quant ifizieren. Wenn die Zahl der Eint räge in keinem Bin
zu klein (< 5) ist , dann folgt

χ2 =
N

i= 1

(n i − νi )2

νi
(6.95)

einer Chiquadratverteilung mit N − m (N − m − 1) Freiheitsgraden falls die Gesamtzahl
ntot (nicht ) als Zufallsvariable angesehen wird. Hierbei ist m die Zahl der Parameter θ =
θ1, ..., θm , die mit der ML-Methode geschätzt wurden und die wir im vorhergehenden nicht
explizit als θ angegeben haben.

6.8 K ombinat ion mehrerer M essungen

Liegen mehrereMessungen einesParametersθ vor, so fragt sich, wieman diesekombinieren
kann um somit eine präzisere Schätzung des Parameters zu erreichen. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit betrachten wir den Fall von zwei Messungen. Die Meßwerte x der ersten
Messung seien verteilt nach f x (x; θ), die Meßwerte y der zweiten Messung nach f y(y;θ).
Im Kontext der ML-Methode sind hier zwei Fälle zu unterscheiden.

Likelihood-Funkt ion aller M essungen bekannt

Wenn für beide Messungen die Likelihood-Funkt ionen bzw. die Funkt ionen f x (x;θ) und
f y(y; θ) bekannt sind, dann kann die Gesamt likelihood

L (θ) =
n

i= 1

f x (x i ; θ) ·
m

j = 1

f y(yj ; θ) = L x (θ) · L y(θ) (6.96)

gebildet werden und der Parameter θ nach dem ML-Prinzip geschätzt werden.
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Liegen mehrereMessungen einesParametersθ vor, so fragt sich, wieman diesekombinieren
kann um somit eine präzisere Schätzung des Parameters zu erreichen. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit bet rachten wir den Fall von zwei Messungen. Die Meßwerte x der ersten
Messung seien verteilt nach f x (x; θ), die Meßwerte y der zweiten Messung nach f y(y; θ).
Im Kontext der ML-Methode sind hier zwei Fälle zu unterscheiden.

L ikelihood-Funkt ion aller M essungen bekannt

Wenn für beide Messungen die Likelihood-Funkt ionen bzw. die Funkt ionen f x (x; θ) und
f y(y; θ) bekannt sind, dann kann die Gesamt likelihood

L (θ) =
n

i= 1

f x (x i ; θ) ·
m

j = 1

f y(yj ; θ) = L x (θ) · L y(θ) (6.96)

gebildet werden und der Parameter θ nach dem ML-Prinzip geschätzt werden.
Bestimmung von Schätzwert und Varianz für θ 
mit normaler ML-Methode wie gehabt. 
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Annahme: nur Schätzwerte                  und Varianzen                          bekannt

Kombination von Messungen mit ML-Methode

122 KAPITEL 6. MAXIMUM-LIKELIHOOD

M L-Schät zer und Var ianzen bekannt

Wenn von den beiden Messungen lediglich die ML-Schätzer θ̂x und θ̂y und deren Varianzen
V [θ̂x ] und V [θ̂y] bekannt sind, so kann man für jeweils hinreichend großen St ichproben-
umfang nx und ny davon ausgehen, dass die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der
ML-Schätzer gx (θ̂x ; θ) und gy(θ̂x ; θ) gaußförmig sind. Die beiden Messungen können dann
kombiniert werden, indem man die beiden ML-Schätzer als Meßwerte mit Verteilungen
gx (θ̂x ; θ) bzw. gy(θ̂x ; θ) ansieht und die obige Methode anwendet mit

L (θ) = gx (θ̂x ; θ) · gy (θ̂x ; θ). (6.97)

Für gaußverteilte Meßwerte ist die ML-Methode äquivalent zur Methode der kleinsten
Quadrate (siehe nächstes Kapitel). Als ML-Schätzer ergibt sich in diesem Fall

θ̂ =

θ̂x
V [θ̂x ]

+ θ̂y
V [θ̂y ]

1
V [θ̂x ]

+ 1
V [θ̂y ]

. (6.98)

Die einzelnen Messungen werden also mit dem Reziproken ihrer Varianz gewichtet . Der
ML-Schätzer für die Varianz des kombinierten Wertes ist

V [θ̂] =
1

1
V [θ̂x ]

+ 1
V [θ̂y ]

. (6.99)
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. (6.99)

Im Grenzfall großer Stichproben werden die WDF für die Schätzer
durch Gauss-Verteilungen beschrieben:
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θ̂ =

θ̂x
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+ θ̂y
V [θ̂y ]

1
V [θ̂x ]

+ 1
V [θ̂y ]

. (6.98)

Die einzelnen Messungen werden also mit dem Reziproken ihrer Varianz gewichtet . Der
ML-Schätzer für die Varianz des kombinierten Wertes ist

V [θ̂] =
1

1
V [θ̂x ]

+ 1
V [θ̂y ]

. (6.99)

Die Messungen können dann kombiniert werden mittels der Likelihoodfunktion
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ML-Schätzer gx (θ̂x ;θ) und gy(θ̂x ;θ) gaußförmig sind. Die beiden Messungen können dann
kombiniert werden, indem man die beiden ML-Schätzer als Meßwerte mit Verteilungen
gx (θ̂x ; θ) bzw. gy(θ̂x ; θ) ansieht und die obige Methode anwendet mit

L (θ) = gx (θ̂x ; θ) · gy(θ̂x ;θ). (6.97)

Für gaußverteilte Meßwerte ist die ML-Methode äquivalent zur Methode der kleinsten
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Der ML-Schätzer ergibt sich zu:

und dessen Varianz zu:
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Kapitel 7

Die Methode der kleinsten Quadrate
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Die Method der kleinsten Quadrate KQ

Betrachte N unabhängige Messungen 
von Wertepaaren  (x

i
, y

i
)

x
i
 perfekt bekannt

y
i
 mit Varianz 

     aus beliebiger WDF

Theorievorhersage für Zusammenhang λ zwischen x und y 

z.B: y = s
0
 + v

0
 x + 0.5 g2  x      Weg-Zeit-Gesetz x=Zeit

      
           y Häufigkeit des Auftretens eines numerischen Wertes x

Anzahl der Parameter θ
i
 < Anzahl der Messpaare
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Das KQ-Prinzip

Bestimme Schätzwerte für die Parameter aus der Minimierung der folgenden 
Größe:

Theoriezusammenhang hier:

w
i
 = Gewicht für die i-te Beobachtung

Wenn Varianz bekannt dann:

Wenn Varianz unbekannt oder gleich dann setze w
i
=1:

Wenn y
i
 = Zählrate:, dann verwende erwartete Poisson-Varianz

Nicht erwartete Varianz                 liefert verzerrte Schätzer        
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Verbindung zusammen mit ML-Methode

Betrachte N unabhängige Messungen von Wertepaaren  (x
i
, y

i
)

x
i
 perfekt bekannt     y

i
 mit Varianz                           nun aus Gauss-WDF

Theoriezusammenhang:

Die Likelihoodfunktion ist dann gegeben durch:

und die log-Likelihoodfunktion ergibt sich zu:
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Zusammenhang: ML- und KQ-Methoden

Vergleich mit:

Es gilt also: - ½ ln L =  χ2

                                und   ∆lnL = -1/2  entspricht ∆χ2=1

d.h. für gaussverteilte y
i
 gilt: ML-Schätzer = KQ-Schätzer

dann “erben” KQ-Schätzer die Eigenschaften von ML-Schätzern

wenn y
i
 nicht gaussverteilt, dann ist KQ eine “ad hoc” Methode

Keine generrelle Aussage über Eigenschaften von KQ-Schätzer
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