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Betrachte N unabhängige Messungen/Experimente (Bernoulli-Versuche): 

Ausgang jedes Experimentes ist entweder ”Erfolg” oder “Misserfolg” 
Die Wahrscheinlichkeit für Erfolg (Misserfolg) sind p bzw. (1-p) 

Definiere diskrete ZV als Anzahl der Erfolge n (0 ≤ n ≤  N). 

Wkt. für eine spezielle Reihenfolge von n Erfolgen und (N-n) Misserfolgen ist: 

Aber Anordnung ist unwichtig àKombinatorik: es gibt 

Möglichkeiten (Permutationen) n Erfolge in N Versuchen einzuordnen. 
Geamtwkt. für n Erfolge ist die Summe der Wkt. für jede Permutation. 

Binomial-Verteilung   
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Binomial-Verteilung  (2) 

Die Binomialverteilung lautet: 

Zufalls- 
variable 

Parameter 

Für den Erwartungswert und die Varianz findet man: 
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Der Erwartungswert von n ist

E[n] =
N∑

n=0

n
N !

n!(N − n)!
pn(1 − p)N−n (2.5)

=
N∑

n=1

n
N !

n!(N − n)!
pn(1 − p)N−n (2.6)

= Np
N∑

n=1

(N − 1)!
(n − 1)!((N − 1) − (n − 1))!

p(n−1)(1 − p)(N−1)−(n−1) (2.7)

= Np
N−1∑

n=0

(N − 1)!
(n)!((N − 1) − (n))!

pn(1 − p)(N−1)−n (2.8)

= Np (2.9)

Für die Varianz von n rechnet man ganz analog aus

V [n] = E[n2] − (E[n])2 = Np(1 − p). (2.10)

Abbildung 2.1 zeigt Beispiele von Binomialverteilungen für verschiedene Parameter N und
p.

Die charakteristische Funktion zur Binomialverteilung ist

φn(k; p,N) = (p(exp(ik) − 1) + 1)N . (2.11)

Beispiel 2.1: Wir betrachten Meßreihen, in denen jeweils für 10 verschiedene x eine Grösse y

gemessen wurde. Abb. 2.2 (a) bis (c) zeigt die Ergebnisse, wobei für jeden Datenpunkt die Unsi-
cherheit in y als Fehlerbalken gezeichnet ist. Diese Fehlerbalken enthalten den wahren Wert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.683%. Die Linie zeigt jeweils den wahren Zusammenhang zwischen
y und x (y = x in diesem Fall). Welche der drei Meßreihen ist am wahrscheinlichsten? Die Ant-
wort liefert die Binomialverteilung. Die Wahrscheinlichkeit p dafür, dass ein Fehlerbalken die Linie
schneidet, ist 0.683%; die Anzahl der “Versuche” ist 10. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass n

Fehlerbalken die Linie der wahren Werte einschliessen, gerade f(n; p = 0.683, N = 10). Diese Ver-
teilung ist in (d) mit linearer, in (e) mit logarithmischer Ordinate gezeigt. Am wahrscheinlichsten
überschneiden 7 Fehlerbalken die Linie, wobei 6 und 8 ähnlich wahrscheinlich ist. Meßreihe (b) ist
also sehr wahrscheinlich, d.h. wenn man solche Messreihen aufnimmt wird man oft ein Ergebnis
wie in (b) erhalten mit etwa einem Drittel der Meßpunkte mehr als einen Fehlerbalken von der
wahren Kurve entfernt. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle 10 Meßpunkte innerhalb eines Fehlerbal-
kens auf der wahren Kurve liegen, ist klein, nämlich 0.68310 = 0.022. Ein Ergebnis wie in (a) ist
also ziemlich selten. Erhält man solch ein Ergebis, so sollte man überprüfen, ob die Fehler zu groß
abgeschätzt wurden. Noch unwahrscheinlicher ist der Fall (c), wo entweder die Fehler viel zu klein
abgeschätzt wurden, oder der Zusammenhang y = x als falsch zurückgewiesen werden muss.

Für die Häufigkeit h = n/N für das Auftreten von Ergebnis A gilt

E[h] = E
[ n

N

]
=

E[n]
N

= p, (2.12)

d.h. die mittlere Häufigkeit des Auftretens von A ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass A
in einem einzelnen Versuch auftritt. Dies ist der Ausgangspunkt für die Häufigkeitsinter-
pretation der Wahrscheinlichkeit. In der Tat nimmt die bisherige Betrachtung keinen Bezug

Die charakteristische Funktion lautet: 
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Binomial-Verteilung  (3) 
Verteilungen für verschiedene Parameter p und Anzahl der Versuche N: 

Schiefe: (1-2p)/sqrt{Np(1-p)}    Wölbung: (1-6p(1-p)/(Np(1-p) 
Beide verschwinden für N à unendlich. Binomial geht gegen Gauss-WDF. 
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Binomial-Verteilung: Beispiele 
Nachweis eines Objektes mit Detektor  
Ansprechwahrscheinlichkeit eines Detektors p=0.95 
 
Bedingung: mindestes Treffer in drei Detektorlagen für Rekonstruktion der Spur 
Frage: wieviel Kammern werden benötigt um >99% effizient zu sein? 
 
3 Kammern:  P(k=3;0.95,3) = 0.953 = 0.857 
4 Kammern:  P(k≥3;0.95,4)=0.171+0.815=0.986 
5 Kammern:  P(k≥3;0.95,5)=0.021+0.204+0.774=0.999 

Wahrscheinlichkeit für Erfolg p 
Wieviele Versuche damit mindestens 1 Erfolg mit Wkt ≥ α ? 
P(k≥1;p,n) ≥ α   oder 1-P(k=0;p,n)≥α 
P(k=0)≤1-α	


(1-p)N≤1-α	


N≥ln(1-α)/ln(1-p)    
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Multinomialverteilung 
Wie Binomial aber nun m verschiedene Ausgänge an Stelle von zwei, 
mit Wahrscheinhkeiten für die einzelnen Ausgänge: 

Für N Versuche suchen wir die Wahrscheinlichkeit das folgende Ergebnis  
zu erhalten: n1  von Möglichkeit 1, 

n2  von Möglichkeit 2, 
 … 

nm von Möglichkeit  m. 

Die Wkt.dichtefunktion  ist die Multinomialverteilung für 
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Nun betrachte Möglichkeit i as ‘Erfolg’, alle anderen als “Misserfolg”. 

→ alle individuellen ni binomialverteilt mit Parametern N, pi 

für alle  i 

Für die Kovarianzen (i ungleich j) ergibt sich: 

Multinomialverteilung (2) 
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Der Fehler wird also klein sowohl für kleine ε als auch für ε nahe Eins. Das ist auch anschaulich
klar, denn genauso wie die Schwankung von n dadurch eingeschränkt ist, dass nicht weniger als 0
Myonen gezählt werden können, können nicht mehr als N Myonen gezählt werden.

Bei mehr als zwei möglichen Ergebnissen eines Versuchs ergibt sich als Erweiterung zur
Binomialverteilung die Multinomialverteilung. Wir nehmen an es gibt m verschiedene
Ergebnisse, die mit Wahrscheinlichkeiten pi; i = 1, ...,m eintreten. Eines der Ergebnis-
se muss in jedem Fall eintreten, d.h.

∑m
i=1 pi = 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass bei N

Versuchen jedes der Ergebnisse ni-mal auftritt ist

f(n1, ..., nm; p1, ..., pm) =
N !

n1!...nm!
pn1
1 ...pnm

m . (2.18)

Um den Erwartungswert und die Varianz von ni zu ermitteln reicht es sich klar zu machen,
dass man die Ergebnisse in “i” und “nicht i” unterteilen kann, und damit wieder eine
Binomialverteilung für ni erhält. Damit gilt wieder

E[ni] = Npi (2.19)
V [ni] = Npi(1 − pi) (2.20)

Offenbar gilt
∑m

i=1 ni = N , d.h. nicht alle ni sind statistisch unabhängig. Genauer sind
zwei beliebige ni, nj immer negativ korreliert. Es gilt

cov[ni, nj] = E[(ni − E[ni])(nj − E[nj])] (2.21)
= E[ninj] − E[ni]E[nj ] (2.22)
= N(N − 1)pipj − (Npi)(Npj) (2.23)
= −Npipj. (2.24)

Der Korrelationskoeffizient ist entsprechend

ρninj =
cov[ni, nj ]

σniσnj

= −
√

pipj

(1 − pi)(1 − pj)
. (2.25)

Beispiel 2.3: Ein typisches Beispiel für eine Multinomialverteilung ist ein Histogramm. Die
Wahrscheinlichkeit für eines von N Ereignissen in eines der m Bins zu fallen, sei pi. Dann ist
der Erwartungswert der Anzahl ni der Ereignisse in einem Bin i gleich Npi und die Varianz
Npi(1− pi). Die Kovarianz zweier Bins i und j ist cov[ni, nj ] = −Npipj . Bei fester Gesamtzahl N

der Ereignisse zieht eine gegenüber dem Erwartungswert höhere Anzahl Ereignisse in Bin i nach
sich, dass die Zahl der Ereignisse in einem anderen Bin j eher kleiner als der Erwartungswert ist.
Diese negative Korrelation ist nur bei pi " 1, pj " 1 vernachlässigbar, d.h. typischerweise wenn
das Histogramm viele Bins hat. Ist hingegen die Gesamtzahl N der Ereignisse nicht festgelegt,
dann sind die Ereigniszahlen in den Bins unabhängig, und folgen einer Poissonverteilung (s.u.) mit
Erwartungswert ni und Standardabweichung √

ni (siehe unten). Die Gesamtzahl der Ereignisse ist
dann ebenfalls Poissonverteilt mit Erwartungswert

∑m
i=1 ni.

2.1.2 Poissonverteilung

Oft haben wir es mit Prozessen zu tun, in denen die Wahrscheinlichkeit p für ein Ereig-
nis sehr klein, die Zahl der Versuche N hingegen sehr groß ist, so dass sich insgesamt
eine gewisse endliche Zahl Np an Ereignissen ergibt. Beispiele sind der radioaktive Zerfall
einer Probe oder Streuereignisse in der Teilchenphysik. Beim radioaktiven Zerfall einer
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Negative Korrelation: 
wenn in einer Klasse mehr  
Ereignisse sind, müssen 
irgendwo welche fehlen 
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Zerfall eines instabilen Teilchens A:   (1) AàBC, (2) AàDE, (3) AàFG 
Mit bekannten Zerfallswahrscheinlichkeiten für alle drei Modi. 
(nBC, nDE, nFG) folgt Multinomialverteilung. 

repräsentiert ein Histogramm 

Mit  m bins, N (bekannt) Gesamteinträgen 

Multinomialverteilung (3): Beispiele 

Textanalyse: Auftreten der einzelnen Bustaben des Alphabets. 
(nA, …,nZ) folgt Multinomialverteilung.  
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Poissonverteilung  
Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit  

→ n folgt der Poissonverteilung (ν=λ): 

konstant 
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Probe haben wir grössenordnungsmässig N = 1023 Atome. Die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung für die in einer gewissen Zeit auftretenden Zerfälle n nach der
Binomialverteilung ist prinzipiell möglich, praktisch jedoch wegen der zu berechnenden
Fakultäten sehr unhandlich. Es gibt jedoch im Fall N → ∞, p → 0 und Np = const.
eine sehr gute Nährung. Sein die Zahl der Ereignisse λ = Np konstant, dann gilt für die
charakteristische Funktion der Binomialverteilung

φn(k; p =
λ

N
,N) =

(
λ

N
(exp(ik) − 1) + 1

)N
N→∞−→ exp (λ(exp(ik) − 1)) . (2.26)

Dies ist gerade die charakteristische Funktion der sogenannten Poissonverteilung

f(n;λ) =
λn

n!
exp(−λ), (2.27)

denn

∞∑

n=0

exp(ikn)
λn

n!
exp(−λ) = exp(−λ)

∑

i

(λ exp(ik))n

n!
(2.28)

= exp(−λ) exp(λ exp(ik)) = exp(λ(exp(ik) − 1)). (2.29)

Abbildung 2.3 zeigt beispielhaft die Poissonverteilungen für λ = 1, 3, 10, 50. Für ganzzah-
liges λ ist die Wahrscheinlichkeit für n = λ und n = λ − 1 gleich groß und maximal.
Ausserdem sieht man, dass die Verteilung für kleine λ asymmetrisch ist, während sie sich
für λ > 10 einer symmetrischen Verteilung annähert, der Gaußverteilung (s.u.).

Erwartungswert und Varianz der Poissonverteilung sind

E[n] =
∞∑

n=0

n
λn

n!
exp(−λ) = λ, (2.30)

V [n] =
∞∑

n=0

(n − λ)2
λn

n!
exp(−λ) = λ. (2.31)

Die Standardabweichung einer Poisson-verteilten Zufallsvariable ist also gleich der Wurzel
aus ihrem Mittelwert. Dies ist das wichtige “

√
n-Gesetz”, eines der am häufigsten ver-

wendeten Ergebnisse der Statistik. Der Fehler eines Poisson-verteilten Meßergebnisses -
insbesondere der Anzahl der Ereignisse mit einem bestimmten Ausgang in einem statisti-
schen Prozess - kann durch die Wurzel des Ergebnisses abgeschätzt werden.

Nützlich ist noch, dass die Summer zweier Poisson-verteilter Zufallsvariablen wieder einer
Poisson-Verteilung folgt, wobei der Mittelwert die Summe der Mittelwerte der beiden
ursprünglichen Verteilungen ist. Dazu nutzen wir aus, dass die charakteristische Funktion
der Summe zweier Zufallsvariablen gerade das Produkt der einzelnen charakteristischen
Funktionen ist.

φn1+n2(k) = φn1(k)φn2(k) (2.32)
= exp(λ1(exp(ik) − 1)) exp(λ2(exp(ik) − 1)) (2.33)
= exp((λ1 + λ2)(exp(ik) − 1)) (2.34)

Tabelle 2.1 zeigt die Quantile der Poissonverteilung.
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Schiefe = 1/sqrt(λ) Wölbung = 1/λ	


 
Modalwert: = 0 für λ < 1	


                     = λ und λ-1 für λ ganzzahlig 

M. Schumacher   Exp. Methoden der TP             Kapitel 10: Ausgewählte  WDFs                               SoSe 2012 



Poissonverteilung (2) 
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Poissonverteilung (3): Alternative Herleitung 

Poissonprozess: Wahrscheinlichkeit für Auftreten eines Ereignisses pro   
                           Zeit- oder Wegintervall ist konstant und gleich g 
 
Poissonannahmen:  a) ≤ 1 Ereignis in [l,l+Δl] 
                                 b) Wahrscheinlichkeit für 1 Ereignis in Δl ist gΔl 
                                 c) Auftreten von Ereignis in [l,l+Δl] unabhängig    
                                     davon, ob Ereignis in anderem Intervall stattfindet 
 
Wahrscheinlichkeit für 1 bzw. 0 Ereignis in [l,l+Δl] 
P1(Δl) = g Δl      P0(Δl)=1- g Δl 
 
Wegen Unabhängigkeit der Ereignisse gilt: P0(l+Δl)=P0(l)P0(Δl) 
(P0(l+Δl)-P0(l))/Δl= -gP0(l) 
Grenzübergang Δlà0:  dP0(l)/dl = -g P0(l) 
Lsg: P0(l)= P0(0)exp(-gl)  mit P0(0)=1 
 
P0(l): Wahrscheinlichkeit für kein Ereignis bis l 
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Nun Wahrscheinlichkeit für k Ereignisse bis  l+Δl 
 
Pk(l+Δl)=Pk(l)P0(Δl)+Pk-1(l)P1(Δl) 
 
mit P1(Δl) = g Δl      P0(Δl)=1- g Δl 
 
(Pk(l+Δl)-Pk(l))/Δl= -g Pk(l)+gPk-1(l) 
 
Δlà0:  dPk(l)/dl = -g {Pk(l) +gPk-1(l) 
 
Lsg: Pk(l)=1/k!  (gl)k exp(-gl) 
 
 
Dies ist Poissonverteilung mit Mittelwert gl 
 
k = Anzahl der Ereignisse im Zeitinervall/Wegintervall,  
wenn Ereignisse unabhängig und mit konstanter Rate passieren. 

Poissonverteilung (4): Alternative Herleitung 
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Poissonverteilung: Bemerkungen und Beispiele 

Sei z =x+y die Summe von 2 poissonverteilten ZV x und y.  
ZV z folgt der Poissonverteilung.  
Mittelwert = Summe der Mittelwerte der einzelnen ZV 
 
Wenn Ereignisse gemäß Poisson-WDF verteilt, dann folgt  
die WDF für den Abstand zwischen zwei Ereignissen der  
Exponential-WDF. 
 
Beispiele: Anzahl der Todesfälle durch Huftritt in preussischer Armee 
 
                Radioaktive Zerfälle einer Probe mit Γ=1/τ	


                ZV Anzahl Zerfälle in Δt ist poissonverteilt mit λ=Δt/τ	


 
                Gegeben sei ein Histogramm mit Bineinträgen ni. 
             Die Gesamtzahl N (Summe über ni) sei ebenfalls eine ZV. 
                Die Verteilung in jedem Bin wird durch Poisson-WDF  
                beschrieben. (Äquivalent zu Multinomial-WDF  
                und Gesamtzahl N der Einträge als Poisson-ZV). 
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Gleichverteilung 

Betrachte kontinuierliche Zv x mit -∞ < x < ∞ .  Die Gleichverteilung lautet: 

Schiefe = 0        Wölbung= - 1.2 
 
Bemerkung:  für beliebige ZV x mit Kumulativerteilung F(x) gilt,  
                     dass die ZV y = F(x) geichverteilt in [0,1]  ist. 
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Gleichverteilung (2): Beispiele 

Streifenzähler mit binärerAuslese mit Streifenabstand/-breite  50 µm 
 
à  Auflösung  
     = 50 µm  / sqrt(12)  
     = 14.4 µm 

Zeitmessung mit Uhr die nur  
Minutenanzeige hat 
 
à  Zeitauflösung  
     = 60 s/ sqrt(12)  
     = 17.3 s 
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Exponentialverteilung 
Die Exponential-WDF für kontinuierliche ZV x ist definiert als: 

Schiefe = 2         Wölbung = 6 

(τ = mittlere Lebesndauer) 

Kein Gedächtnis (einzigartig für Exp-WDF) 

Beispiel:  Zerfallszeit eines instabilen Teilchens 
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Exponentialverteilung (2) 
Kein Gedächtnis (einzigartig für Exp-WDF) 

t t

t1 + t2 f(t2)
1 − F (t1) t1

f(t1 + t2) = (1 − F (t1)) f(t2)

f(t1 + t2) t1 t2
f(t1)

1 − F (t1) = cf(t1) , f(t1 + t2) = cf(t1)f(t2)

c
f(t) = aebt

Wkt für Zerfall bei t2: 

t t

t1 + t2 f(t2)
1 − F (t1) t1

f(t1 + t2) = (1 − F (t1)) f(t2)

f(t1 + t2) t1 t2
f(t1)

1 − F (t1) = cf(t1) , f(t1 + t2) = cf(t1)f(t2)

c
f(t) = aebt

Wegen Symmetrie in 1 und 2 gilt: 

t t

t1 + t2 f(t2)
1 − F (t1) t1

f(t1 + t2) = (1 − F (t1)) f(t2)

f(t1 + t2) t1 t2
f(t1)

1 − F (t1) = cf(t1) , f(t1 + t2) = cf(t1)f(t2)

c
f(t) = aebtDiese Eigenschaft besitzt nur die Exponentialfunktion 
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Gauss- oder Normalverteilung 

Dies Gauss- oder Normal-WDF für eine kontinuierliche ZV x ist definiert als: 

Spezialfall: µ = 0, σ2 = 1   (‘Standard-Gauss’): 

Wenn y aus Gauss-WDF mit µ, σ2, dann folgt  x = (y - µ) /σ  der ϕ (x). 
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Gaussverteilung(2) : Kumulativverteilung 
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Gauss- oder Normalverteilung (3) 
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Gauss- oder Normalverteilung (4) 
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Gauss- oder Normalverteilung (4): Bemerkungen 

Summe von ZV aus Gaussverteilung sind wieder gaussverteilt. 
 
Mittelwert = Summe der Mittelwerte    Varianz = Summe der Varianzen 
 
 
Schiefe und Wölbung = 0 
 
Zentrale Momente: µ2r = 2r! / (2r r!) r≥ 1   ungerade Momente verschwinden 
 
Stichprobenmittelwert und Stichprobenvarianz unabhängig genau dann,  
wenn xi aus selber Gaussverteilung (einzigartig für Gauss-WDF!) 
 
Viele andere WDFs gehen in Grenzfällen in Gauss-WDF über. 

M. Schumacher   Exp. Methoden der TP             Kapitel 10: Ausgewählte  WDFs                               SoSe 2012 



Gauss-WDF und Zentraler Grenzwertsatz 

Die Gaussverteilung ist von so großer Bedeutung weil jede ZV, 
die die Summe aus einer großen Anzahl kleiner Zahlenbeiträge ist 
gemäß ihr verteilt ist. Die folgt aus dem “Zentralen Grenzwertsatz”: 

Gegeben n unabhängige ZV xi mit endlicher Varianzen σi
2, aber  

ansonsten beliebigen WDFs. Betrachte die ZV y als Summe 

Messfehler sind oft die Summe aus vielen kleinen Beiträgen. Daher 
können Werte häufig als gaussverteilt angenommen werden.   

Im Grenzfall  n → ∞ gilt, dass y einer Gaussverteilung folgt mit 

Der ZGS kann unter Verwendung der charakteristischen Funktionen 
bewiesen werden (siehe z.B. Cowan Kapitel 10). 
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Zentraler Grenzwertsatz (ZGS) (2) 

Gutes Beispiel:  Geschwindigkeitskomponente vx von Luftmolekülen 
“OK”-Beispiel:    totale Ablenkung durch Coulomb-Vielfachstreung  
                          (Seltende Ablenkungen unter gr. Winkeln ergeben  
                           nicht-gaussche Ausläufer) 
 
Schlechtes Beispiel: Energieverlust von geladenem Teilchen in dünner         
                                 Gasschicht. (Seltene Kollisionen tragen Großteil des   
                                 Energieverlustes àLandau-WDF). 
 
Gutes Beispiel: Größe des Menschen. Viele Faktoren beinflussen Größe. 
 
Schlechtes Beispiel: Gewicht des Menschen. Dominiert durch Essverhalten. 

Für endliche n, gilt der ZGS in “guter” Näherung wenn die Fluktuationen 
der Summe der ZV nicht durch einen (oder wenige) Beiträge dominiert wird. 

Vorsicht vor Messungen mit nicht-Gausschen Fehlern 
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Zentraler Grenzwertsatz (ZGS) (3): Messpraxis 

Betrachte Stichprobe der ZV x vom Unfang N 
 
der Stichprobenmittelwert                   ist ZV  
 
xi sei aus beliebiger WDF mit E[x]=µ und V[x|=σ2 

 
Der Zentrale Grenzwert Satz liefert (für Nàunendlich): 
 
E[     ] = 1/N Σi µ = µ          V[     ]  = 1/N2 Σi σ2 = σ2/N 
 
 
à  WDF für Stichprobenmittelwert (für N nicht zu klein)  
     ist Gaussverteilung mit Mittelwert µ und Varianz σ2/N 
 
 

1.9. STICHPROBEN 33

f wird dies jedoch gerade dadurch erreicht, dass einfach über alle Werte der Stichprobe
summiert wird. Denn aus Gebieten wo die Wahrscheinlichkeitsdichte f hoch ist, werden
mehr Werte in die Stichprobe eingehen als aus solchen mit nierdiger Wahrscheinlichkeits-
dichte. Mit der richtigen Normierung ergib sich so für den Mittelwert der Stichprobe

x =
1
N

N∑

i=1

xi. (1.84)

Analog berechnet sich die Varianz nach

σ2 =
1
N

N∑

i=1

(xi − µx)2 (1.85)

unter der Annahme, dass der wahre Wert µx bekannt ist. Im Kapitel 5 wird die Schätzung
von Parametern aufgrund von Stichproben ausführlich behandelt. Dort wird auch gezeigt,
dass in dem häufig auftretenden Fall, dass der wahre Wert µx durch den Mittelwert der
Stichprobe genähert wird, eine bessere Abschätzung der Varianz der Grundgesamtheit
durch die sog. Varianz der Stichprobe

σ2
S =

1
N − 1

N∑

i=1

(xi − x)2 (1.86)

gegeben ist. Für die Berechnung der Varianz einer Stichprobe ist es oft sinnvoll die folgende
Umformung vorzunehmen:

σ2
S =

1
N − 1

N∑

i=1

(xi − x)2 (1.87)

=
N

N − 1

N∑

i=1

x2
i − 2xix + x2

N
(1.88)

=
N

N − 1



 1
N

N∑

i=1

x2
i −

(
1
N

N∑

i=1

xi

)2


 (1.89)

=
N

N − 1

(
x2 − x2

)
. (1.90)

Damit kann die Varianz in einer Schleife ermittelt werden, indem die Summe der xi und
die Summe der x2

i parallel berechnet wird. Gleichfalls kann so die Varianz einer Stichprobe
kontinuierlich neu berechnet werden, wenn neue Daten hinzukommen.

Die Varianz des Mittelwerts ist

V [x] =
1

N2

N∑

i=1

V [xi] =
Nσ2

S

N2
=

σ2
S

N
(1.91)

und somit ist die Standardabweichung des Mittelwerts

σx =
σS√
N

. (1.92)
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Zentraler Grenzwertsatz bei der Arbeit 

n

µ = n/2 �2 = n/12
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Zentraler Grenzwertsatz bei der Arbeit (2) 
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Mehrdimendionale Gaussverteilung 

Mehrdimensionale Gauss-WDF für Vektor von ZV 

sind Spaltenvektoren sind transponierte (Zeilen-)Vektoren 

Für n = 2 ist die WDF gegeben durch: 

wobei ρ = cov[x1, x2]/(σ1σ2) der Korrelationskoeffizient ist. 
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Mehrdimendionale Gaussverteilung 
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Chi-Quadrat-(χ2)-Verteilung 

Die Chi-Quadrat-WDF für kontinuierliche ZV z  (z ≥ 0) ist definiert als: 

n = 1, 2, ... =  Anzahl der Freiheitsgrade “FG” 

Für unabhängige Gauss-ZV xi, i = 1, ..., n, mit Mittelwerten µi, Varianzen σi
2, 

folgt einer χ2 WDF mit n FG. 

Beispiel:  Test der Güte der Anpassung im besonderen im  
Zusammenhang mit der Methode der kleinsten Quadrate. 
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Frodesen et al. 

Chi-Quadrat-(χ2)-Verteilung (2) 

Schiefe = sqrt(8/n) 
Wölbung = 12/n 
 
n ≤ 2 : monoton fallend 
n > 2 : Modalwert bei n-2 
 
nàunendlich WDF gegen Gauss-WDF 
 
Seien ui χ2-ZV mit ni Freiheitsgraden 
Dann ist u = Σi ui verteilt gemäß 
Chi-Quadrat-WDF mit n= Σi ni 
Freiheitsgraden 
 
Stichprobenvarianz  
verteilt gemäß Chi-Quadrat-WDF 
mit (n-1) Freiheitsgraden 

− 

5.5. SCHATZER FUR ERWARTUNGSWERT, VARIANZ, KOVARIANZ 95

Ein möglicher Schätzer für den Erwartungswert E[x] der Grundgesamtheit ist das arith-
metische Mittel

x =
1
n

n∑

i=1

xi, (5.31)

der Mittelwert der Stichprobe. Sein Erwartungswert ist

E[x] =
1
n

n∑

i=1

E[xi] = E[x]. (5.32)

Damit ist das arithmetische Mittel einer Strichprobe ein unverzerrter Schätzer für den
Erwartungswert der Grundgesamtheit. Die Varianz von x ist

V [x] =
1
n2

n∑

i=1

V [xi] =
1
n2

n∑

i=1

V [x] =
1
n

V [x] (5.33)

unter Verwendung einer Aussage des zentralen Grenzwertsatzes. Somit ist x auch ein
konsistenter Schätzer für E[x], sofern die Varianz der Grundgesamtheit V [x] endlich ist.

Im Spezialfall einer gaußverteilten Grundgesamtheit ist das arithmetische Mittel auch ein
effizienter Schätzer. In diesem Fall ist

logL =
n∑

i=1

log
(

1√
2πσ2

exp
(
−(xi − µ)2

2σ2

))
(5.34)

= −n log
(
σ
√

2π
)
−

n∑

i=1

(xi − µ)2

2σ2
(5.35)

⇒ ∂2 logL
∂µ2

= − n

σ2
(5.36)

Die SMV ist damit

SMV =
1

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] =
σ2

n
=

V [x]
n

= V [x] (5.37)

Das arithmetische Mittel erreicht in diesem (wichtigen) Spezialfall also die SMV.

Als Schätzer für die Varianz V [x] der Grundgesamtheit hatten wir die Varianz der Stich-
probe definiert:

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − x)2 =
n

n − 1

(
x2 − x2

)
. (5.38)
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Frodesen et al. 

Quantile der Chi-Quadrat-(χ2)-Verteilung 
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Zusammenhang zwischen WDFs 
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Cauchy/Breit-Wigner-Verteilung 
Die Breit-Wigner WDF für eine kontinuierliche ZV x  ist definiert als 

(Γ = 2, x0 = 0 ist die  Cauchy-WDF) 

E[x] nicht wohl definiert,  V[x] →∞. 
x0 = Modalwert (wahrscheinlichster Wertprobable value) 

Γ = volle Breite auf halber Höhe  

Beispiele:  Masse einer Teilchenresonanz  z.B. ρ, K*, φ0, Z, H,… 
Γ = Zerfallsbreite/Zerfallsrate (Inverse der mittleren Lebensdauer) 
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Landau-Verteilung 
Der Energieverlust Δ eines geladenen Teilchens mit Geschwindigkeit 
β = v /c , welches eine Materialschicht der Dicke d durchquert, 
folgt der Landau-Verteilung. 

L. Landau, J. Phys. USSR 8 (1944) 201; see also 
W. Allison and J. Cobb, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 30 (1980) 253. 

+ - + - 	



- + - + 	


β	



d 

Δ	
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Landau-Verteilung (2) 

Lange “Landau-Ausläufer” 
→  alle Momente ∞ 

Modalwert sensitiv  
auf Geschwindigkeit β , 
→  Teilchenidentifikation 
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Tabellarische Übersicht 
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