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Kapitel 12: Grundlagen der Parameterschatzung



Grundgesamtheit, Stichprobe, Statistik, Schatzer

1 x /0

Betrachte ZV x mit WDF f(z; 0) = 56_ oft abhangig von Parametern 0

Grundgesamtheit = Menge moglicher Werte von x beschrieben durch f(x)
Stichprobe vom Umfang n = Satz von n unabhangigen Messungen der ZV x

= (xr1,...,2n)
Ziel: Ableitung von Eigenschaften von f(x) aus der Stichprobe
Statistik: beliebige Funktion der Stichprobenwerte der ZV
Schatzer: Statistik um Eigenschaften der WDF zu bestimmen

a) Form der WDF unbekannt - Schatzwerte fur Erwartungswert, Varianz, ...
b) Form der WDF bekannt - Schatzwerte fur Parameter 9‘(5;’)

Schatzer = Funktioneller Zusammenhang, Schatzwert = numerischer Wert
beide werden mit “Hut »” beschrieben



Gemeinsame WDF der Stichprobe

Betrachte n Beobachtungen der ZV x: x,, ..., x,,
wobei x der WDF f (x; 0) folgt.

Unter den Annahmen:
1) Messungen sind unabhangig
2) WDF/Grundgesamtheit andert sich zwischen Beobachtung nicht

folgt die gemeinsame WDF der Stichprobe:

flzg, ... xn; 0) = || f(zi;0)
i=1

Achtung! Ist nicht immer erfullt in der Praxis!

Gegenbeispiele: - Lotterie (Ziehen von Kugeln ohne zurucklegen)
- Langenmessung von Stab bei Temperaturschwankungen



Die Likelihoodfunktion

Das Ergebnis eines Experimentes (Satz von Messungen) z = (z1,...,zn)
sei eine Menge von Zahlen x, und die gemeinsame WDF
der Stichprobe ist eine Funktion/Statistik, welche von den
Parametern der WDF 6. abhangt: L =
f(Z; 0)

Nun werte diese Funktion mit den Werten der Stichprobe aus und
betrachte sie als Funktion der Parameter:

L(0) = f(Z;0) Likelihoodfunktion

(x konstant)

Im Falle von unabhangigen, identischen Messungen gilt:
— n -,
L(8) = |] f(%4:0) (x konstant)
1=1



Schatzer fur den Erwartungswert u von f(x)

Mogliche Schatzer fur den Erwartungswert uw der WDF der Grundgesamtheit

A=T=+ Sy den Mittelwert der Stichprobe
= 15 Zz 1 T den Mittelwert der ersten 10 Punkte der Stichprobe
= L5 n/(n — 1) mal den Mittelwert der Stichprobe
=42

= (min(z;) + max(x;))/2 Mittelwert des grofiten und kleinsten Wertes

=)

= Median der Stichprobe

Fragen: - welcher Schatzer ist gut, der “Beste”?
- welche Kriterien sollte ein guter Schatzer erfullen?
- wie findet man den optimalen Schatzer fur ein Problem?



Eigenschaften von Schatzern

Wenn das Experiment ( jeweils aus m Messungen) oft wiederholt wird.
Folgen die Schatzwerte einer WDF:

‘ bester
g(6; 0)
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nicht erwartungstreu
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Wir wollen kleinen (oder Null) Bias (systematischen. Fehler): p = E[0] — @

— Mittelwert der vielen Schatzwerte sollte = wahren Wert sein
Und wir wollen kleine Varianz (statistischer Fehler): V[@l

— kleiner Bias und kleine Varianz sind i.a. gegenlaufige Kriterien



Eigenschaften von Schatzern

Aus der Informationstheorie lasst sich zeigen, dass es eine untere
Schranke fur die Varianz eines Schatzers fur einen Parameter gibt
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— je grolRer die Information, desto kleiner der statistische Fehler.

Information nach R.A Fisher: I(0)=FE




Kriterien fur gute Schatzer

Konsistenz gn) """ g

fiir jedes € > 0 gilt  lim P(§") —6] >¢) =0

Verzerrung (Bias) »™ = E[§"] — ¢

moglichst keinen Bias d.h. Schatzer ist erwartungstreu.
Konsistente Schatzer mit endlicher Varianz sind
asymptotisch (n->unendlich) erwartungstreu

: . ~ SMV
Effizienz Effizienz [9 ("’)] = ——
Vv [mn)}
Effizienz sollte nahe an “1” sein.
Robustheit Varianz des Schatzers ist unabhangig von der
WDF der Grundgesamtheit



Ein Schatzer fur den Erwartungswert

Parameter: p = E[z]

n

Schatzer: l Z T; =T (‘Stichprobenmittelwert’)
n
i=1

Man kann zeigen: ist konsistent

b= E[u] — p = 0 ist erwartungstreu

ist effizient fur Gauss-WDF (aber nicht fur alle WDFs)

Der Fehler auf den Schatzer fur den Erwartungswert ist gegeben durch

0'2 o
Vil =" (on=7)
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Arithmetischer Mittelwert fur Gauss-WDF

Die log-Likelihood-Funktion lautet:

- 1 (ﬂﬁi—ﬂ)2)>
log L = lo exp | —
; Z_; g(m p< 207

= —nlog <a 27’(‘) — g (%2 2,u)
; o

1=1

0% log L n
o2 o

Die Schranke minimaler Varianz ergibt sich zu:

1 o Vlz]
f— = —= — = T
SMV T PeE] Vz]
06?2

D.h. der Schatzer hat eine Effizienz von 100%



Vergleich von 2 Schatzern fur den Erwartungswert

Gauss-WDF
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Gleichverteilung
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Ein Schatzer fur die Varianz

Parameter: 2 = V[z]

—

n
Schatzer: g2 = L Z (z; — 5)2 = g2 (‘Stichprobenvarianz’)
- Ta=1

Man kann zeigen: ist konsistent (mit und ohne Besselkorrektur (n/n-1) )

h — E[;é] _g2=0 erwartungstreu (ohne n/n-1 Korrektur
nur asymptotisch erwartungstreu)

Der Fehler auf den Schatzer fur die Varianz ist gegeben durch

VI = (pa-""2m) . m= [ i)z

E n—1



Ein Schatzer fur die Varianz

oder: i n |
Vied] = V|—== (i -9

VIl [ (s —7)2

(n—l)?v_; Vi

Wenn Grundgesamtheit einer Gauss-WDF folgt, dann folgt der Ausdruck
in der eckigen Klammer einer Chi-Quadrat-WDF mit n-1 FG,
Deren Varianz 2(n-1) ist.

2V [x]?
(n—1)

Vioz] = fiir gaufiverteilte Grundgesamtheit



Ein Schatzer fur die Kovarianz

Ein konsistenter und erwartungstreuer Schatzer fur die Koarianzen ist:

n

_ 1 B _ no____
ny=n_1;(xi—w)(yz—y)—n )

Schatzer fur die Korrelationskoeffizienten sind :
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FUr 2-dimensionale Gauss-WDF gilt:
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VIRl = (- + 00

d.h. nur asymptotisch unverzerrt, obwohl Vay, 052,05, erwartungstreu sind.



