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Kapitel 13: Die Maximum-Likelihood-Methode



“Maximum Likelihood”’-Schatzer: Grundidee

Wenn der hypothetisch angenomme Wert 8 nahe am wahren Wert ist,
dann erwarten wir, dass die Wahrscheinlichkeit grol} ist, eine Stichprobe
zu finden, wie wir sie aktuell gemessen haben.
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Also definieren wir den “Maximum Likelihood (ML)’-Schatzer als
den Parameterwert, der die Likelihoodfunktion maximiert.

Fur ML-Schatzer gibt es keine Garantie, dass sie “optimale” Eigenschaften
fur kleine Stichproben besitzen. Aber in der Praxis sind sie sehr gut.



“Maximum Likelihood”’-Schatzer: Formal

Das Maximum-Likelihood-Prinzip: finde Wert des Parameters so, dass
L£(6) = Hf(acz, 0) = Maximum.
i=1

Oft praktischer die log-Likelihood-Funktion (oder In-Likelihood-Fkt.)
zu verwenden. (In und log meinen hier immer den naturlichen Logarithmus.)

log L(0) = Zlog f(xi;0)

(Summieren ist einfacher als Multiplizieren.)

ML-Schatzer gegeben durch die Gleichung: 81§§£ —0
0
Olog L
Fur mehrere Parameter: 805 =0, i=1,..,m
v g,



“Maximum Likelihood”-Schatzer: Gauss-Bsp.

Gauss-WDF
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Gauss-WDF
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n= 50




ML-Beispiel: Parameter der Exponential-WDF

1
Betrachte Exponential-WDF: flt,m) = ;6

und unabhéngige Messungen €1,...,%n

Die Likelihoodfunktion lautet:  L(r) = [] ~e i/

1=

Der Wert von 7 der L(t) maximiert, liefert auch den Maximal-
wert seines Logarithmus (der Log-Likelihoodfunktion):

NLE) = S Inft) =3 (ml_ﬁ)
1=1

i—1 T T



ML-Beispiel: Parameter der Exponential-WDF (2)
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Bestimmung des Maximums [ _ 218
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Liefert den ML-Schatzer: =" Z t;
n

1=1

Hier also den arithmetischen
Mittelwert der Stichprobe pe |
(daher konsistent und

erwartungstreu) o |

Monte Carlo-Test:
generiere 50 Messwerte fur 7= 1. 025 |

Wir bestimmen den ML-Schatzer zu: o ALANLIOIBMNE L1 .
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ML-Beispiel: Parameter der Exponential-WDF (3)

Fehler auf arithmetischen Mittelwert kennen wir: V[7] = =V [t] = —7

Vergleich mit der Schranke minimaler Varianz:

0?logL n 2 — n 2T
o = (1_E;ti> -5(1-%)

—1 —1 72
V(] > = = —
EE(-2)] 5(-ZE) o«

T T

Also ML-Schatzer ist fur dieses Probem auch effizient.

Schatzwert fur die Varianz: _ 22
n



Invarianz unter Parametertransformationen

A

Sei @ ML-Schatzer fur den Parameter 0
a(6) eine beliebige Funktion des Parameters
Frage: was ist der ML-Schatzer flr a?

da
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Esgilt: 9L _ 9L
i Oa
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0
Solange Qa/06 # 0 folgt damit:
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¥ 0

= =0 = a(d) =ad
0

a(9)

D.h.: der ML-Schatzer fur den transformierten Parameter ist gleich
der Transformierten des ML-Schatzers des ursprunglichen Parameters.
Dies ist eine sehr angenehme Eigenschaft, aber sie hat einen Preis.



Funktionen von ML-Schatzern

Annahme: wir hatten Exponential-WDF geschrieben als:
FA) = Xe Y,

l.e., wir verwenden A= 1/t. Was ist der ML-Schatzer fur A ?

FUr eine Funktion o(6) eines Parameters 6, ist es egal, ob wir die
Likelihoodfunktion L als Funktion von o oder 6 schreiben

Der ML-Schétzer einer Funktion a(6) ist einfach: & = a/(0) .

—1
. , - 1 1
Fir die Zerfallskonstante erhalten wiralso: A == = | = ) .
7 n .
=1

Caveat: A st nicht erwartungstreu,
obwohl 7 erwartungstreu ist.

n

Man kann zeigen E[\] = X . (Bias —0 flir n —)
n—1



Beispiel fur ML: Parameter der Gauss-WDF

Betrachte n unabhangige Messungen x;, ..., X

oy Ay

wobei x; derselben Gauss-WDF f(x;u,o?) folgen

Flain,0?) = e (00?120
xes

Die Log-Likelihood-Funktion ergibt sich zu:

Z In f(xfu s 0-2)

1=1

In L, o?)




Beispiel fur ML: Parameter der Gauss-WDF (2)

Setze Ableitungen nach u, o2 zu Null, und I6se die Gleichungen:

1 2 i ) dlog L (1, 0
o - QorLlnd) g lnoi) e
H p=p =1 7 . 7=
12 > _ 1 2
A== =, —Z —)°.

Wir wissen bereits, dass der Schatzer fur u erwartungstreu ist.

15

Aber wir finden  E[02] = ———52 , also hat ML estimator

fir o? einen Bias, aber es gilt: b—0 fliir n—00.

. 2 ~
Erinnerung: 2 — n_ Z (907; . u)2

ist ein erwartungstreuer Schatzer fir die Varianz o2.
Dies ist aber nicht der ML-Schatzer



Konsistenz:  Wenn Erwartungwert und Varianz des Schatzers endlich
und Grundgesamtheit unabhangig vom Parameter,
dann ist der ML-Schatzer konsistent.

Erwartungstreue: Keine allgemeine Aussage. Muss fiir jeden Schatzer
untersucht werden.
Selten analytisch. Meist mit MC-Methode.

Effizienz:  Wenn es einen effizienten Schatzer fiir den Parameter gibt,
dann wird er durch die ML-Methode gegeben.
Wenn Grundgesamtheit beschrieben wird durch
f(a;0) = exp (B(0)C(x) + D(0) + E(x))

und Grundgesamtheit unabhangig von Parameter,
dann gibt es einen effizienten Schatzer.
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Asymptotische Eigenschaften von ML-Schatzern

Asymptotisch = Grenzfall unendlich grof3en Stichprobenumfangs

Erwartungstreue: ML-Schatzer ist asymptotisch erwartungstreu, wenn
Varianz endlich ist, da er konsistent ist.

WDF fur ML-Schatzer: Geht gegen Gauss-WDF.

Effizienz: ML-Schatzer wird 100% effizient, d.h. Varianz = SMV
wenn Grundgesamtheit unabhangig von Parameter.

Form der Likelihoodfunktion:
Likelihoodfunktion geht gegen Gauss-Funktion.
log-Likelihoodfunktion geht gegen Parabel.

(0—0)?
2V (0]

(0 —06)°
2V (6]

L) = L£)exp (- ) log £(6) = log L£(d) —



Varianz fur Schatzer: Analytische Methode

In wenigen Fallen kann die Varianz analytisch berechnet werden.

Benotigt Berechnung von:

A

Bl = /9(:131,...,xn)f(xl,...,a:n;ﬁg) dry .., = 1(6o)

Vi = ./(é(xl, ern) — 1(00))2F (21s e T O0) dr iy = 03,

Erwartungswert und Varianz hangen vom wahren Parameterwert ab.
In der Praxis: schatze wahren Wert durch ML-Schatzer.

Fur Exponential-WDF kann dies noch hingeschrieben werden und
liefert bekanntes Ergebnis.

Allerdings wird diese Methode in der Praxis quasi nicht verwendet.



Varianz fur Schatzer: Monte-Carlo-Methode

Nachdem wir den Schatzwert fur den Parameter bestimmt haben
mussen wir nun den statistischen Fehler des Schatzers bestimmen,
i.e., wie weit die Verteilung der Schatzwerte ware, wenn wir die
gesamte identische Messung sehr oft wiederholen wurden.

Ein Weg (und der einzig 100% korrekte) dies zu tun, ist die identischen
Messungen viele Male mit der MC-Methode zu simulieren.
N
o 1 (k) _ A(k))2
Fur unser Exponential-WDF-Beispiel erhalten
wir aus der Varianz der Schatzwerte:

5’$ = 0.151 1%y

Beachte: Verteilung ist nahezu gaussformig.
Fast immer wahr fur ML-Methode im Grenzfall

grol3er Stichproben.

N@)
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Wahle Datenschatzwert als Input fur MC-Simulation. t
Prufe Abhangigkeit der Varianz von angenommenen Wert in der Simulation.




Varianz der Schatzer aus SMV

Die Informationsungleichung (RCF) setzt eine untere Schranke auf die
Varianz fur beliebigen Schatzer (nicht nur ML-Schatzer):

2 2
V[mz(1+%) /E[—a '”L] (b = E[0] - 0)

062

Oft ist der Bias b klein, und die Ungleichung gilt exakt oder ist eine
gute Naherung (z.B. im Grenzfall grol3er Stichproben). Dann:

921In L . 0% log L
~ — Z:E —
V(0] 1/E[ 257 ] (V= [ 56,00,

Wir schatzen diesen Wert durch die 2te Ableitung von In L im Maximum:

92 In L)‘l _ 5 1og L

Vi = =500,

V1ol =_< 062

R 0=
0=0



Varianz des Schatzers: Graphische Methode

Entwickele In L () in Taylorreihe um das Maximum:

olnL
00

In L(6) = In L(§)+[ ] (0—0)+ L~ [82'”] (0—0)2+. ..
60—=~0 =0

21| 962 0

Erster Term ist In L., Zweiter Term verschwindet,
fur den dritten Term verwende die Informationsungleichung:
(unter der Annahme der Gleichheit):
0 —0)2
|nL(9)%|anax— ( A)
202§
1

€, InL(0£55) ~ In Lmax — .
— um dg zu erhalten, dndere 6 von @ weg, bisIn L um % Kl. ist als im Max.
k2

Grenzen des k x o-Intervalls: log £ = log L,,00 — )



Beispiel: WDF-Exponentialfunktion

Graphisch: = 505
< S | (b)
[1.02 — 0.12,1.02 + 0.16] o ot e

SIE

Analytisch: [
P ’J/A -51.5_
VF] = £ ~ 0.021

Syt

~ ~~ 3
! S} -
MC-Methode: 3 5 =2 @
S w [T n=5 ‘
1 S Sb n=20
O . 3 v é """ n=50




Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern

Betrachte die Verteilung eines Streuwinkels x = cos 6,

Q
1—|—oz:1:—|—5:1:2 e \ ) &
24 236/3 \

I

flz; o, 8) =

Oder wenn X, < X < X, mussen wir korrekt normieren:

max?

[ p@apyde=1.

L'min

Beispiel: «=0.5, p=0.5, x,;, =-0.95, x ., = 0.95,

7 ' max

generiere n = 2000 Messungen/Ereignisse mit der MC-Methode.



Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern- Fit-Ergebnis

Numerische Bestimmung des Maximums von In L(«, ) (MINUIT) liefert

Sx)

a = 0.508

~ 08 +

B = 0.47

—— Monte Carlo data
-- ML fit result

06

Bemerkung: Kein Binning der Daten im Fit. )
Histogramm nur fur Visualisierung 04 FIFF-dr--2g :

02 [

Kovari — 92In L .
ovarianzen aus (V_l)ij — — (MINUIT Routine
892-80]- J—0 HESSE)
oz = 0.052 cov[a,B] = 0.0026

0.11 r = 0.46
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Zwei-Parameter-Fit: MC-Studie

Wiederhole ML-Fit fur 500 Experimente, alle mit jeweils n = 2000 Ereignissen

1 — 5 —_— a = 0.499
B (@ i ) |
075 | . 4 Sq¢ — 0.051
) ~’-c ' 3 F - =
05 |- | | £ = 0.498
025 | . . L i S5 = 0.111
0 0 0.125 0f5 0.|75 1 ° 0 0.|25 0?5 0.175'—l 1C€V[&9 B ] — 00024
¢ P r = 0.42
10 T T T
8 (©)
6
4 r - Mittelwerte der Schatzer ~ wahre Werte
2 b - Kovarianzen nahe an friheren Abschatzungen.
0 I Randverteilungen ungefahr gaussformig.

0 0.25 05 0.75 1




- 14”7 -Kontur

Die “In L,

X

Fur grolden Stichprobenumfang n, wir In L Paraboloid
(quadratische Form) in der Nahe des Maximums:

In L(«, B) =~ In Lmax
1 ~\ 2 =\ 2 R _
B _ (oz—a) n B —0 _2p<a—a) B8 —p3
2(1—,0 ) 04 UB 04 O‘B
Die Kontur In L(a, 3) = In Lmax — 1/2 st eine Ellipse:

1 (a—&)2+ B—p 2—2p<a_&> B—p — 1
(1 —p2) o o3 og o3




Kovarianzen aus “In L”- Kontur

07 : ; .
B Die (o, )-Ebene flr
05 die erste Messung
05 | | InL(a,8) =InLmax — 1/2
a €4 ML fit result
| \ - — Tangenten an Kontur
03 , , . ergeben Standardabweichunger
03 0.4 05 0.6 07
o
2paa03
— Winkel der Hauptache der Ellipse zur tan2¢ = — 5
Horizontalen ergibt Korrelation: o5 — b

Korrelation zwischen Schatzern resultieren in einer
VergrolRerung der Standardabweichungen (stat. Fehler).




Erweiterte ML-Methode

Bisher haben wir nur die Form der WDF f(x,0) verwendet.
Nicht auch die die absolute Normierung.

Betrachte Anzahl der Beobachtungen als Poisson-verteilte ZV

Das Ergebnis eines Experimentes ist dann: n, x,, ..., X,.

Die erweiterte Likelihoodfunktion lautet:
ks n

L) = e 1 fGaiid)

Annahme die Theorie gibt einen Zusammenhang v = v(60), dann ist
die erweiterte In-Likelihoodfunktion (EML) gegeben durch:

INL@) = —v(@) + 3 In(w(@ f (s 0)) +C
1=1

wobei C Terme reprasentiert, die nicht von den Parametern 8 abhangen.



Erweiterte ML-Methode

Beispiel: erwartete Anzahl von Ereignissen V(g) — 0(5) /Ldt

Wobei der totale Wirkungsquerschnitt o( 8) als Funktion der
Parameter in der Theorie vorhergesagt wird, ebenso

wie die Verteilung einer Variablen x

(normierter differentieller Wirkungsquerschnitt).

Erweiterte ML nutzt mehr Information — kleinere Varianz fur 5

Wenn v nicht von @ abhangt, sondern ein freier Parameter ist,
dann liefert die EML-Methode:

v = n

)
|

same as ML

(Dennoch kann es sinnvoll sein die EML-Methode zu verwenden.)



ML-Methode fur Histogramme

Oft werden Daten in Histogramm gefulit

(um Rechenzeit bei Auswertung der Likelihood

fur sehr grofRe Stichproben zu sparen)

Oder Daten liegen nur in Form eines Histogrammes vor
Oder WDF der Theorie kann nicht analystisch berechnet

sondern nur durch MC-Simulation (z.B. Berucksichtigung
von Akeptanz- und Auflosungseffekten (= Faltung))

Stichprobe liefert Histogramm mit Eintragen:

N
= (n1,...,nN), Ntot = ) 1
i=1

Hypothese im Modell mit Parametern 0 ist (mit v,,;=n,,):

N
U= (v1,..-,UN)s Vtot = ) V;
i=1



ML-Methode fur Histogramme

Bei analytischer bekannter WDF der Theorie ergeben sich vi

vi(0) = vior | f(w;0) da

binz

oder direkt aus dem Histogramm der Simulation fur die WDF.

Da n,, konstant, folgt die gemeinsame WDF flr den
Stichprobenvektor einer Multinomialverteilung.

§(ii; ) = — ot ( ! )nl ( VN )nN

n1!...nN! Ntot Ntot
Die log-Likelihood-Funktion ergibt sich zu:

N
INL(8) = > _ n;lny;() +C  C=const.=Terme unabhangig von 6,
i=1



ML-Beispiel fur Histogram

Unser beliebtes Beispiel: die Exponential-WWDF, aber nun als Histogramm

S 25 T T T T
< \ — data
\
20 ! --- ML fit to histogram . R
5 7=1.07+0.17
5
5 1 (1.06 &= 0.15 for unbinned
\
\
T S 1 ML with same sample)
\
5 T
[~
0 ] ] B i et
0 1 2 3 4 z

Im Grenzfall verschwindender Binbreite - normale ML-Methode

Einteilung in Bins fuhrt zu Informationsverlust - Varianz grofer



Erweiterte ML-Beispiel fur Histogram

Bisher nur Form der Histogramme.
Zahl der Eintrage in Theorie durch Beobachtung fixiert (mit v,,;=n,)

N N
i=(n1,...,nN), Mot = ) N U= (v1,..-,UN)s Vtot = ) V;
i=1 i=1

Betrachte nun n, als Poisson-ZV mit Mittelwert v,,,:=n,;.

Die gemeinsame WDF ergibt sich zu:

Ntot! v\ 1 vy | N
f(nv V) — ( ) vt < > X I:)Ois(ntot; Vtot)

n1!...nN! Ntot Ntot

= Produkt von N unabhangigen Poisson-WDF in jedem Bin.

Und die erweiterte Likelihoodfunktion ist:

N
In L(viot, 0) = —viot + . niInv;(vot, 0) + C



Erweiterte ML-Methode: Beispiel

Ziel: Messung von g.

1

o) L Ho WW= Iw § Ho WW= I
b N\ auf Parton-Ebene & 0.0Fm, =160 GeV -
o - "
i re)
C = 0.7
450 =
i g 0.6
400 "_Q 0.5
i 0.4
350 0.3
i 0.2
300—_II 1 | | | 111 | 11 | | | 11 | L 11 | 111 | 11 | L1 1 0.1
1 -08-06-04-02 -0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
HZZ 0
gﬁe

Anzahl der beobachteten Ereignisse

hangt quadratisch von g ab. Form hangt nicht trivial

von g ab.



Erweiterte ML-Methode: Beispiel-Fit Ergebnis

_ . — 8 H— W'W— I
ML: durchgezogene Linien I= m, = 160 GeV
< 7 10 b’
sz HZZ '
In L(gs. an Inv;(gse””) 6
5
o 4
EML: unterbochene Linien 3
In L(gH77) = —vy 0 (g2 77) +an Inv;(gH77) 2
1
0 L1 1 Il L1 I [ [ I 1 [ I [
1.2 -1 -0.8 -0.6 -{] 4 0.2 0 0.2 04
HZZ
= — = gse
Minimum Schatzwert
—AInL lo-Intervall 2a-Intervall Jo-Intervall flir o
H— WW—- — llvv
10fb=" einfach —0.30 | [<0.50,—0.10] | [—0.72,0.10] | [—0.96,0.30] 0.20
erweitert —0.24 | [-0.42,—0.06] | [-0.61,0.12] | [—0.81,0.30] 0.18

EML reduziert den statistischen Fehler




Kombination von Messungen mit ML-Methode:

Annahme: zwei Observable x und y mit unterschiedlichen Abhangigkeiten
vom Parameter 6, der geschatzt werden soll.

fa:(xa‘g) fy(y§‘9)

Zwei unabhangige Messreihen/stichproben fur x und vy.

Wenn fur beide Observablen die Likelihoodfunktionen bekannt sind,
dann ergibt sich die gemeinsame Likelihoodfunktion zu:

ZHfa:(xz, H (y5;0) = La(6) - Ly(0)

Bestimmung von Schatzwert und Varianz fur 6
mit normaler ML-Methode wie gehabt.



Kombination von Messungen mit ML-Methode:

Annahme: nur Schitzwerte 6, und #, und Varianzen V[0,] und V[f,] bekannt

Im Grenzfall grol3er Stichproben werden die WDF fur die Schatzer
durch Gauss-Verteilungen beschrieben: A A
e | gx (03 0) und g, (0:;0)

Die Messungen konnen dann kombiniert werden mittels der Likelihoodfunktion

E(H) — ga;(éw§ 9) 'gy(éwQ ‘9)

/\

AN A~

<})

Der ML-Schéatzer ergibt sich zu:  j _ [0 ] V[Hy]
17[093] V[éy]
und dessen Varianz zu: L 1
Vo] = +
V[Gm] [ y]



