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“Maximum Likelihood”-Schätzer: Grundidee 
Wenn der hypothetisch angenomme Wert θ nahe am wahren Wert ist, 
dann erwarten wir, dass die Wahrscheinlichkeit groß ist, eine Stichprobe  
zu finden, wie wir sie aktuell gemessen haben. 

Also definieren wir den  “Maximum Likelihood (ML)”-Schätzer als 
den Parameterwert, der die Likelihoodfunktion maximiert. 
 
Für ML-Schätzer gibt es keine Garantie, dass sie “optimale” Eigenschaften 
für kleine Stichproben besitzen.  Aber in der Praxis sind sie sehr gut. 
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“Maximum Likelihood”-Schätzer: Formal 
Das Maximum-Likelihood-Prinzip: finde Wert des Parameters so, dass 

Kapitel 6

Maximum-Likelihood

Das Maximum Likelihood (ML) Prinzip ist ein allgemeines Verfahren zur Schätzung von
Parametern aus endlichen Stichproben. Seine Relevanz liegt zum einen in der Plausibilität
des Ansatzes. Zum anderen und vor allem aber in den allgemeinen positiven Eigenschaften
der damit erhaltenen Schätzer.

6.1 Das Maximum-Likelihood-Prinzip

Das Maximum-Likelihood-Prinzip besteht darin, als Schätzwert eines Parameters θ
denjenigen Wert zu verwenden, für den die tatsächlich beobachteten Meßwerte am wahr-
scheinlichsten sind. Etwas formaler ausgedrückt ist der ML-Schätzer θ̂ für das wahre (un-
bekannte) θ der Wert von θ, der die Likelihood-Funktion maximiert:

L(θ̂) =
n∏

i=1

f(xi; θ̂) = Maximum. (6.1)

Es ist praktischer, mit dem Logarithmus der Likelihood-Funktion zu arbeiten, der soge-
nannten Log-Likelihood-Funktion.

logL(θ) =
n∑

i=1

log f(xi; θ), (6.2)

Da der Logarithmus eine monotone Funktion ist, hat logL(θ) sein Maximum an der selben
Stelle wie L(θ). Der Vorteil liegt darin, dass das Produkt in eine Summe übergeht und sich
deren Argument für die vielen relevanten Fälle in denen f(xi; θ) eine Exponentialfunkti-
on enthält, deutlich vereinfacht. Wenn die Likelihood-Funktion differenzierbar ist und
ihr Maximum nicht an einer Grenze des Parameterraums hat, dann ist der Maximum-
Likelihood-Schätzer also gegeben durch die Gleichung

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

= 0 (6.3)

Hat logL mehrere lokale Maxima, so nimmt man dasjenige mit dem größten Wert von
logL. Es ist allerdings nicht garantiert, dass dieses für n → ∞ gegen den wahren Wert
konvergiert; dies könnte auch eines der anderen lokalen Maxima sein. Wenn es mehrere
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Oft praktischer die log-Likelihood-Funktion  (oder ln-Likelihood-Fkt.) 
zu verwenden. (ln und log meinen hier immer den natürlichen Logarithmus.) 
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on enthält, deutlich vereinfacht. Wenn die Likelihood-Funktion differenzierbar ist und
ihr Maximum nicht an einer Grenze des Parameterraums hat, dann ist der Maximum-
Likelihood-Schätzer also gegeben durch die Gleichung

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

= 0 (6.3)

Hat logL mehrere lokale Maxima, so nimmt man dasjenige mit dem größten Wert von
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(Summieren ist einfacher als Multiplizieren.) 

ML-Schätzer gegeben durch die Gleichung: 
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Parameter !θ = (θ1, ..., θm) zu bestimmen gilt, so stellt man für jeden eine solche Gleichung
auf.

∂ logL
∂θi

∣∣∣∣
θ̂i

= 0, i = 1, ...,m (6.4)

Die Maximierung der (logarithmischen) Likelihood-Funktion erfolgt von sehr einfachen
Problemen abgesehen numerisch mit Hilfe eines Computerprogramms. Wenn mehrere Pa-
rameter zu bestimmen sind, dann handelt es sich um die Maximierung einer Funktion auf
einem mehrdimensionalen Raum. Dies effizient und zuverlässig zu bewerkstelligen, erfor-
dert ausgereifte Algorithmen und sollte daher professionellen Programmpaketen überlassen
werden. In der Teilchenphysik hat sich das Paket MINUIT [MINU] bewährt.

Auch wenn die Definition des ML-Schätzers sicherlich plausibel ist, so ist damit über die
statistischen Eigenschaften dieser Schätzer noch nichts gesagt. Im folgenden werden wir
jedoch zeigen, dass ML-Schätzer eine Vielzahl vorteilhafter Eigenschaften haben und daher
allgemein große Verwendung finden.

Eine positive Eigenschaft kann man sofort darin erkennen, dass der ML-Schätzer keinen
Bezug auf eine Einteilung der Daten in Bins nimmt. Damit wird jeder Meßwert unmittelbar
berücksichtigt, ohne dass Information verlorengeht.

Beispiel 6.1: Abb. 6.1 (a) zeigt eine Stichprobe vom Umfang n = 20 aus einer gaußverteilten
Grundgesamtheit mit Mittelwert µ = 5 und Varianz σ2 = 1 (jeder senkrechte Strich steht für einen
Meßwert). Wir nehmen an, dass die Varianz bekannt ist und der Mittelwert mit der Stichprobe
geschätzt werden soll. (c) zeigt die Log-Likelihood-Funktion für diese Stichprobe, (e) ihre erste
Ableitung. Das Maximum liegt bei µ̂ ≈ 5.19. In (b), (d) und (f) ist das gleich für eine Stichprobe
mit Umfang n = 50 durchgeführt. Man sieht, dass die Likelihood-Funktion viel schmäler ist.
Der gesuchte Parameter µ wird durch die größere Stichprobe besser eingeschränkt. Der für diese
Stichprobe erhaltene Schätzwert von µ̂ ≈ 5.05 liegt entsprechend auch deutlich näher beim wahren
Wert µ = 5. (g) und (h) zeigen die zweiten Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion für die beiden
Stichproben. Im zweiten Fall ergibt sich eine Fisher-Information von I(µ) = 50 gegenüber I(µ) = 20
im ersten Fall und damit eine im gleichen Verhältnis kleinere Schranke Minimaler Varianz. Wegen
σ2 = 1 ist die (negative) zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion bei der angenommenen
gaußverteilten Grundgesamtheit gerade gleich dem Stichprobenumfang n. Wir werden sehen, dass
der ML-Schätzer für den Mittelwert effizient und unverzerrt ist und somit die Varianz des Schätzers
durch 1/I(µ) gegeben ist. Dies ist die bekannte Varianz des Mittelwerts.

6.2 Eigenschaften von ML-Schätzern

Invarianz unter Parametertransformationen

Sei θ̂ der ML-Schätzer für den Parameter θ und a(θ) eine beliebige Funktion. Was ist der
ML-Schätzer für den Parameter a? Es gilt

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

=
∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)

∂a

∂θ

∣∣∣∣
θ̂

. (6.5)

Solange ∂a/∂θ "= 0 folgt damit

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

= 0 ⇒ ∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)

= 0 ⇒ â(θ) = a(θ̂). (6.6)

Für mehrere Parameter: 
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6.2. EIGENSCHAFTEN VON ML-SCHATZERN 103
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Abbildung 6.1: Schätzung des Mittelwerts einer gaußverteilten Grundgesamtheit mit dem
ML-Prinzip (siehe Text).

“Maximum Likelihood”-Schätzer: Gauss-Bsp. 
Gauss-WDF 
µ=5 
σ=1 
Stichprobe 
n= 20 
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∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂
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∂L
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∣∣∣∣
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∂L
∂θ
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Der gesuchte Parameter µ wird durch die größere Stichprobe besser eingeschränkt. Der für diese
Stichprobe erhaltene Schätzwert von µ̂ ≈ 5.05 liegt entsprechend auch deutlich näher beim wahren
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Beispiel 6.1: Abb. 6.1 (a) zeigt eine Stichprobe vom Umfang n = 20 aus einer gaußverteilten
Grundgesamtheit mit Mittelwert µ = 5 und Varianz σ2 = 1 (jeder senkrechte Strich steht für einen
Meßwert). Wir nehmen an, dass die Varianz bekannt ist und der Mittelwert mit der Stichprobe
geschätzt werden soll. (c) zeigt die Log-Likelihood-Funktion für diese Stichprobe, (e) ihre erste
Ableitung. Das Maximum liegt bei µ̂ ≈ 5.19. In (b), (d) und (f) ist das gleich für eine Stichprobe
mit Umfang n = 50 durchgeführt. Man sieht, dass die Likelihood-Funktion viel schmäler ist.
Der gesuchte Parameter µ wird durch die größere Stichprobe besser eingeschränkt. Der für diese
Stichprobe erhaltene Schätzwert von µ̂ ≈ 5.05 liegt entsprechend auch deutlich näher beim wahren
Wert µ = 5. (g) und (h) zeigen die zweiten Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion für die beiden
Stichproben. Im zweiten Fall ergibt sich eine Fisher-Information von I(µ) = 50 gegenüber I(µ) = 20
im ersten Fall und damit eine im gleichen Verhältnis kleinere Schranke Minimaler Varianz. Wegen
σ2 = 1 ist die (negative) zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion bei der angenommenen
gaußverteilten Grundgesamtheit gerade gleich dem Stichprobenumfang n. Wir werden sehen, dass
der ML-Schätzer für den Mittelwert effizient und unverzerrt ist und somit die Varianz des Schätzers
durch 1/I(µ) gegeben ist. Dies ist die bekannte Varianz des Mittelwerts.

6.2 Eigenschaften von ML-Schätzern

Invarianz unter Parametertransformationen

Sei θ̂ der ML-Schätzer für den Parameter θ und a(θ) eine beliebige Funktion. Was ist der
ML-Schätzer für den Parameter a? Es gilt

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

=
∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)

∂a

∂θ

∣∣∣∣
θ̂

. (6.5)

Solange ∂a/∂θ "= 0 folgt damit

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

= 0 ⇒ ∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)

= 0 ⇒ â(θ) = a(θ̂). (6.6)
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ML-Beispiel:  Parameter der Exponential-WDF 

Betrachte Exponential-WDF: 

und unabhängige Messungen 

Die Likelihoodfunktion lautet: 

Der Wert von τ der L(τ) maximiert, liefert auch den Maximal- 
wert seines Logarithmus (der Log-Likelihoodfunktion): 
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ML-Beispiel:  Parameter der Exponential-WDF (2) 

Bestimmung des Maximums 

Monte Carlo-Test:   
generiere 50 Messwerte für τ = 1. 
 
Wir bestimmen den ML-Schätzer zu: 

Liefert den ML-Schätzer: 

Hier also den arithmetischen  
Mittelwert der Stichprobe 
(daher konsistent und 
 erwartungstreu) 
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Den ML-Schätzer µ̂ für den Mittelwert erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von
logL nach µ:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ̂

=
n∑

i=1

(xi − µ̂)
σ2

(6.45)

⇒ µ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi (6.46)

Der ML-Schätzer für den Mittelwert einer Gaußverteilung ist also das arithmetische Mittel.
Wir wissen bereits, dass dieses ein unverzerrter und effizienter Schätzer ist.

Den ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von logL
nach σ2:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂σ2

∣∣∣∣
σ2=σ̂2

(6.47)

⇒ σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.48)

Wir hatten bereits in Abschnitt 5.5 gesehen, dass

E
[
σ̂2
]

=
n − 1

n
σ2 (6.49)

Der ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz einer Gaußverteilung ist also verzerrt, wobei die
Verzerrung asymptotisch verschwindet. Die Varianz der Stichprobe

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.50)

andererseits ist unverzerrt (Abschnitt 5.5), jedoch nicht der ML-Schätzer.

6.4.2 Lebensdauer eines instabilen Teilchens

Wir betrachten eine Meßreihe von Zerfallszeiten {t1, ..., tn} für instabilen Teilchen einer
bestimmten Sorte. Als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nehmen wir die Exponentialver-
teilung an

f(t; τ) =
1
τ

exp
(
− t

τ

)
. (6.51)

Gesucht ist der Mittelwert τ . Die logarithmische Likelihood-Funktion ist

logL(τ) =
n∑

i=1

log f(ti; τ) =
n∑

i=1

(
log

1
τ
− ti

τ

)
= n log

1
τ
− 1

τ

n∑

i=1

ti (6.52)

Als ML-Schätzer τ̂ ergibt sich damit

0 =
∂ logL(τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=τ̂

= −n
1
τ̂

+
1
τ̂2

n∑

i=1

ti (6.53)

⇒ τ̂ =
1
n

n∑

i=1

ti. (6.54)
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ML-Beispiel:  Parameter der Exponential-WDF (3) 

Fehler auf arithmetischen Mittelwert kennen wir: 

Also ML-Schätzer ist für dieses Probem auch effizient. 
 
Schätzwert für die Varianz: 

Vergleich mit der Schranke minimaler Varianz: 
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Auch bei der Exponentialverteilung ergibt sich also als ML-Schätzer für den Mittelwert
das arithmetische Mittel. τ̂ ist damit unverzerrt (E[τ̂ ] = τ , wie man auch leicht direkt
nachrechnet). Das arithmetische Mittel ist jedoch im allgemeinen nicht notwendigerweise
effizient. Mit Gl. 5.33 ist die Varianz des arithmetischen Mittels

V [τ̂ ] =
1
n

V [t] =
1
n

τ2 (6.55)

Um dies mit der SMV zu vergleichen, berechnen wir

∂2 logL
∂τ2

=
n

τ2

(

1 − 2
nτ

n∑

i=1

ti

)

=
n

τ2

(
1 − 2τ̂

τ

)
(6.56)

Da τ̂ unverzerrt ist ergibt sich für die SMV

V [τ̂ ] ≥ −1
E
[

n
τ2

(
1 − 2τ̂

τ

)] =
−1

n
τ2

(
1 − 2E[τ̂ ]

τ

) =
τ2

n
(6.57)

τ̂ ist also auch effizient. V [τ̂ ] = τ2

n hängt vom unbekannten wahren Wert τ ab. Wir können
aber mit der Transformationsinvarianz der ML-Schätzer sofort den ML-Schätzer für die
Varianz angeben:

V̂ [τ̂ ] =
τ̂2

n
(6.58)

Abb. 6.2 zeigt die Schätzung des Mittelwerts einer Exponentialverteilung in einem Monte-
Carlo-Experiment. Es wurden 50 Zerfallszeiten ti nach einer Exponentialverteilung mit
Mittelwert τ = 1 generiert, angedeutet durch die senkrechten Striche in (a). (a) zeigt
ausserdem die Exponentialverteilung f(t; τ = 1). In (b) ist die aus dieser Stichprobe
berechnete logarithmische Likelihood-Funktion zu sehen. Ihr Maximum liegt bei τ̂ ≈ 1.02.
Als 1σ-Intervall lesen wir ab [1.02 − 0.12, 1.02 + 0.16], ein fast symmetrisches Intervall.
Aus der analytischen Berechnung erhalten wir V̂ [τ̂ ] = τ̂2

n ≈ 0.021 und damit σ̂ ≈ 0.14 in
guter Übereinstimmung mit der graphischen Methode.

Nun wird das Monte-Carlo-Experiment 500 mal wiederholt. (c) zeigt die Verteilung der
jeweils ermittelten ML-Schätzwerte τ̂ . Der RMS-Wert dieser Verteilung ist 0.13, bestätigt
also die obigen Schätzungen der Varianz von τ̂ .

Die volle Verteilungsfunktion der ML-Schätzwerte θ̂ kann mit Hilfe der charakteristischen
Funktion ermittelt werden. Die charakteristische Funktion der Exponentialverteilung ist

φt(k) =
∫ ∞

0
exp(ikt)

1
τ

exp
(
− t

τ

)
dt =

1
1 − ikτ

(6.59)

Die charakteristische Funktion der Summe z =
∑n

i=1 ti = nτ̂ ist somit

φz(k) =
1

(1 − ikτ)n
. (6.60)

Durch Rücktransformation ergibt sich die Verteilung der z zu

gz(z) =
1
2π

∫ ∞

−∞

exp(−ikz)
(1 − ikτ)n

dk =
1

(n − 1)!
zn−1

τn
exp

(
−z

τ

)
(6.61)
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Invarianz unter Parametertransformationen 

Sei       ML-Schätzer für den Parameter   

Es gilt: 

eine beliebige Funktion des Parameters 

Frage: was ist der ML-Schätzer für a? 

102 KAPITEL 6. MAXIMUM-LIKELIHOOD

Parameter !θ = (θ1, ..., θm) zu bestimmen gilt, so stellt man für jeden eine solche Gleichung
auf.

∂ logL
∂θi

∣∣∣∣
θ̂i

= 0, i = 1, ...,m (6.4)

Die Maximierung der (logarithmischen) Likelihood-Funktion erfolgt von sehr einfachen
Problemen abgesehen numerisch mit Hilfe eines Computerprogramms. Wenn mehrere Pa-
rameter zu bestimmen sind, dann handelt es sich um die Maximierung einer Funktion auf
einem mehrdimensionalen Raum. Dies effizient und zuverlässig zu bewerkstelligen, erfor-
dert ausgereifte Algorithmen und sollte daher professionellen Programmpaketen überlassen
werden. In der Teilchenphysik hat sich das Paket MINUIT [MINU] bewährt.

Auch wenn die Definition des ML-Schätzers sicherlich plausibel ist, so ist damit über die
statistischen Eigenschaften dieser Schätzer noch nichts gesagt. Im folgenden werden wir
jedoch zeigen, dass ML-Schätzer eine Vielzahl vorteilhafter Eigenschaften haben und daher
allgemein große Verwendung finden.

Eine positive Eigenschaft kann man sofort darin erkennen, dass der ML-Schätzer keinen
Bezug auf eine Einteilung der Daten in Bins nimmt. Damit wird jeder Meßwert unmittelbar
berücksichtigt, ohne dass Information verlorengeht.

Beispiel 6.1: Abb. 6.1 (a) zeigt eine Stichprobe vom Umfang n = 20 aus einer gaußverteilten
Grundgesamtheit mit Mittelwert µ = 5 und Varianz σ2 = 1 (jeder senkrechte Strich steht für einen
Meßwert). Wir nehmen an, dass die Varianz bekannt ist und der Mittelwert mit der Stichprobe
geschätzt werden soll. (c) zeigt die Log-Likelihood-Funktion für diese Stichprobe, (e) ihre erste
Ableitung. Das Maximum liegt bei µ̂ ≈ 5.19. In (b), (d) und (f) ist das gleich für eine Stichprobe
mit Umfang n = 50 durchgeführt. Man sieht, dass die Likelihood-Funktion viel schmäler ist.
Der gesuchte Parameter µ wird durch die größere Stichprobe besser eingeschränkt. Der für diese
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So lange                        folgt damit: 
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Der gesuchte Parameter µ wird durch die größere Stichprobe besser eingeschränkt. Der für diese
Stichprobe erhaltene Schätzwert von µ̂ ≈ 5.05 liegt entsprechend auch deutlich näher beim wahren
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im ersten Fall und damit eine im gleichen Verhältnis kleinere Schranke Minimaler Varianz. Wegen
σ2 = 1 ist die (negative) zweite Ableitung der Log-Likelihood-Funktion bei der angenommenen
gaußverteilten Grundgesamtheit gerade gleich dem Stichprobenumfang n. Wir werden sehen, dass
der ML-Schätzer für den Mittelwert effizient und unverzerrt ist und somit die Varianz des Schätzers
durch 1/I(µ) gegeben ist. Dies ist die bekannte Varianz des Mittelwerts.

6.2 Eigenschaften von ML-Schätzern

Invarianz unter Parametertransformationen

Sei θ̂ der ML-Schätzer für den Parameter θ und a(θ) eine beliebige Funktion. Was ist der
ML-Schätzer für den Parameter a? Es gilt

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

=
∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)

∂a

∂θ

∣∣∣∣
θ̂

. (6.5)

Solange ∂a/∂θ "= 0 folgt damit

∂L
∂θ

∣∣∣∣
θ̂

= 0 ⇒ ∂L
∂a

∣∣∣∣
a(θ̂)
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D.h.: der ML-Schätzer für den transformierten Parameter ist gleich  
         der Transformierten des ML-Schätzers des ursprünglichen Parameters. 
         Dies ist eine sehr angenehme Eigenschaft, aber sie hat einen Preis. 
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Funktionen von ML-Schätzern 
Annahme: wir hätten Exponential-WDF geschrieben als: 

i.e., wir verwenden  λ = 1/τ.  Was ist der ML-Schätzer für λ ? 

Für eine Funktion α(θ) eines Parameters θ, ist es egal, ob wir die 
Likelihoodfunktion L als Funktion von α oder θ schreiben 

Der ML-Schätzer einer Funktion α(θ) ist einfach:    

Für die Zerfallskonstante erhalten wir also: 

Caveat:    ist nicht erwartungstreu,  
obwohl erwartungstreu ist. 

(Bias →0 für n →∞) Man kann zeigen 
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Beispiel für ML:  Parameter der Gauss-WDF 

Betrachte n unabhängige Messungen  x1, ..., xn,   
wobei xi derselben  Gauss-WDF  f(x;µ,σ2) folgen 

Die Log-Likelihood-Funktion ergibt sich zu: 
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Setze Ableitungen nach µ, σ2  zu Null, und löse die Gleichungen: 

Wir wissen bereits, dass  der Schätzer für  µ  erwartungstreu ist. 

Aber wir finden also hat ML estimator 

für σ2 einen Bias, aber es gilt:  b→0 für n→∞.   
 
Erinnerung: 

ist ein erwartungstreuer Schätzer für die Varianz σ2. 
Dies ist aber nicht der ML-Schätzer 

Beispiel für ML:  Parameter der Gauss-WDF (2) 6.4. BEISPIELE VON ML-SCHATZERN 111

Den ML-Schätzer µ̂ für den Mittelwert erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von
logL nach µ:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ̂

=
n∑

i=1

(xi − µ̂)
σ2

(6.45)

⇒ µ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi (6.46)

Der ML-Schätzer für den Mittelwert einer Gaußverteilung ist also das arithmetische Mittel.
Wir wissen bereits, dass dieses ein unverzerrter und effizienter Schätzer ist.

Den ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von logL
nach σ2:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂σ2

∣∣∣∣
σ2=σ̂2

(6.47)

⇒ σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.48)

Wir hatten bereits in Abschnitt 5.5 gesehen, dass

E
[
σ̂2
]

=
n − 1

n
σ2 (6.49)

Der ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz einer Gaußverteilung ist also verzerrt, wobei die
Verzerrung asymptotisch verschwindet. Die Varianz der Stichprobe

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.50)

andererseits ist unverzerrt (Abschnitt 5.5), jedoch nicht der ML-Schätzer.

6.4.2 Lebensdauer eines instabilen Teilchens

Wir betrachten eine Meßreihe von Zerfallszeiten {t1, ..., tn} für instabilen Teilchen einer
bestimmten Sorte. Als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nehmen wir die Exponentialver-
teilung an

f(t; τ) =
1
τ

exp
(
− t

τ

)
. (6.51)

Gesucht ist der Mittelwert τ . Die logarithmische Likelihood-Funktion ist

logL(τ) =
n∑

i=1

log f(ti; τ) =
n∑

i=1

(
log

1
τ
− ti

τ

)
= n log

1
τ
− 1

τ
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ti (6.52)

Als ML-Schätzer τ̂ ergibt sich damit

0 =
∂ logL(τ)
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+
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⇒ τ̂ =
1
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ti. (6.54)
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Den ML-Schätzer µ̂ für den Mittelwert erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von
logL nach µ:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂µ

∣∣∣∣
µ=µ̂

=
n∑

i=1

(xi − µ̂)
σ2

(6.45)

⇒ µ̂ =
1
n

n∑

i=1

xi (6.46)

Der ML-Schätzer für den Mittelwert einer Gaußverteilung ist also das arithmetische Mittel.
Wir wissen bereits, dass dieses ein unverzerrter und effizienter Schätzer ist.

Den ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz erhalten wir durch Nullsetzen der Ableitung von logL
nach σ2:

0 =
∂ logL(µ,σ2)

∂σ2

∣∣∣∣
σ2=σ̂2

(6.47)

⇒ σ̂2 =
1
n

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.48)

Wir hatten bereits in Abschnitt 5.5 gesehen, dass

E
[
σ̂2
]

=
n − 1

n
σ2 (6.49)

Der ML-Schätzer σ̂2 für die Varianz einer Gaußverteilung ist also verzerrt, wobei die
Verzerrung asymptotisch verschwindet. Die Varianz der Stichprobe

σ2
S =

1
n − 1

n∑

i=1

(xi − µ̂)2 (6.50)

andererseits ist unverzerrt (Abschnitt 5.5), jedoch nicht der ML-Schätzer.

6.4.2 Lebensdauer eines instabilen Teilchens

Wir betrachten eine Meßreihe von Zerfallszeiten {t1, ..., tn} für instabilen Teilchen einer
bestimmten Sorte. Als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nehmen wir die Exponentialver-
teilung an

f(t; τ) =
1
τ

exp
(
− t

τ

)
. (6.51)

Gesucht ist der Mittelwert τ . Die logarithmische Likelihood-Funktion ist

logL(τ) =
n∑

i=1

log f(ti; τ) =
n∑

i=1

(
log

1
τ
− ti

τ

)
= n log

1
τ
− 1

τ

n∑

i=1

ti (6.52)

Als ML-Schätzer τ̂ ergibt sich damit

0 =
∂ logL(τ)

∂τ

∣∣∣∣
τ=τ̂

= −n
1
τ̂

+
1
τ̂2

n∑

i=1

ti (6.53)

⇒ τ̂ =
1
n

n∑

i=1

ti. (6.54)
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Wenn Erwartungwert und Varianz des Schätzers endlich  
und Grundgesamtheit unabhängig vom Parameter, 
dann ist der ML-Schätzer konsistent. 

Effizienz: 

Eigenschaften von ML-Schätzern 

Konsistenz: 

Erwartungstreue: Keine allgemeine Aussage. Muss für jeden Schätzer  
untersucht werden. 
Selten analytisch. Meist mit MC-Methode. 
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Effizienz

Wenn für einen Parameter θ überhaupt effiziente Schätzer existieren, dann ist der ML-
Schätzer effizient. Das sieht man sofort aus Gl. 5.24. Wenn es einen effizienten Schätzer
θ̂eff gibt, dann muss die Likelihood-Funktion die Bedingung ∂ logL

∂θ ∼ (θ̂eff − θ) erfüllen.
Den ML-Schätzer erhalten wir aber aus der Bedingung ∂ logL

∂θ = 0 und damit ist der
ML-Schätzer θ̂ML = θ̂eff .

Die Varianz ist dann also gegeben durch die SMV:

V
[
θ̂
]

=

(
1 +

∂b

∂θ

)2

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] . (6.13)

Wenn mehrere Parameter θ1, ..., θm geschätzt werden und die Schätzer unverzerrt sind,
dann gilt analog für die Kovarianzmatrix

(V −1)ij = E

[
−∂2 logL

∂θi∂θj

]
. (6.14)

Man kann zeigen, dass ein effizienter Schätzer dann existiert, wenn die Wahrscheinlich-
keitsdichte der Grundgesamtheit von der Form

f(x; θ) = exp (B(θ)C(x) + D(θ) + E(x)) (6.15)

ist und die Ausdehnung des Stichprobenraums nicht vom zu schätzenden Parameter abhängt.

Asymptotische Eigenschaften

Wenn der Umfang der Stichprobe n groß wird, dann haben ML-Schätzer weitere vorteil-
hafte Eigenschaften.

Asymptotische Unverzerrtheit

Für n → ∞ ist jeder ML-Schätzer unverzerrt, da jeder ML-Schätzer konsistent ist.

Asypmtotische Gaußverteilung der Schätzwerte

Für n → ∞ folgt jeder ML-Schätzer einer Gaußverteilung um den wahren Wert. Zum
Beweis entwickeln wir die Funktion

ξ(θ) ≡ 1
n

n∑

i=1

∂ log f(xi; θ)
∂θ

(6.16)

um den wahren Wert θ0:

ξ(θ̂) = ξ(θ0) + (θ̂ − θ0)
∂ξ(θ)
∂θ

∣∣∣∣
θ0

+ ... (6.17)

Wenn es einen effizienten Schätzer für den Parameter gibt, 
dann wird er durch die ML-Methode gegeben. 

Wenn Grundgesamtheit beschrieben wird durch 

und Grundgesamtheit unabhängig von Parameter, 
dann gibt es einen effizienten Schätzer. 
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Effizienz: 

Asymptotische Eigenschaften von ML-Schätzern 

Asymptotisch =  Grenzfall unendlich großen Stichprobenumfangs 

Erwartungstreue: ML-Schätzer ist asymptotisch erwartungstreu, wenn  
Varianz endlich ist, da er konsistent ist. 

ML-Schätzer wird 100% effizient, d.h. Varianz = SMV  
wenn Grundgesamtheit unabhängig von Parameter. 

Likelihoodfunktion geht gegen Gauss-Funktion. 
log-Likelihoodfunktion geht gegen Parabel. 

WDF für ML-Schätzer: Geht gegen Gauss-WDF. 

Form der Likelihoodfunktion: 
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Nach Gl. 6.19 ist A in diesem Grenzfall aber konstant:

A = −E

[
∂2 logL

∂θ2

∣∣∣∣
θ̂

]
=

1
V [θ̂]

(6.26)

Damit folgt

∂ logL
∂θ

∣∣∣∣
θ

=
1

V [θ̂]
(θ̂ − θ) (6.27)

Durch Integration über θ ergibt sich

logL(θ) = logL(θ̂) − (θ̂ − θ)2

2V [θ̂]
(6.28)

wobei der erste Summand auf der rechten Seite die Integrationskonstante ist. Es folgt
weiter

L(θ) = L(θ̂) exp

(
−(θ̂ − θ)2

2V [θ̂]

)
(6.29)

Im Grenzfall n → ∞ geht die Likelihood-Funktion also in der Tat in eine Gaußverteilung
über, deren Varianz gerade die Varianz des ML-Schätzers ist.

6.3 Varianz von ML-Schätzern

Mit dem ML-Schätzer θ̂(x1, ..., xn) kann zu jeder gegebenen endlichen Stichprobe {x1, ..., xn}
der ML-Schätzwert berechnet werden. Hier geht es nun um die Unsicherheit dieser Schätzung
und damit um die Frage, welchen Fehler wir für den ML-Schätzwert angeben. Die Unsicher-
heit drückt sich darin aus, dass der Wert des ML-Schätzers von Stichprobe zu Stichprobe
variiert. Im einfachsten Fall können wir also die Varianz V [θ̂] bzw. die Standardabweichung

σθ̂ =
√

V [θ̂] von θ̂ als Maß für die Unsicherheit angeben. (Es kann aber auch notwendig
und sinnvoll sein, asymmetrische Fehler anzugeben.) Das Ergebnis der Schätzung wird
dann angegeben als

θ = θ̂ ± σθ̂. (6.30)

Dies ist keine Aussage darüber, dass der wahre Wert von θ mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit in diesem Intervall liegt, sondern darüber, dass bei Wiederholung der Messung
die Schätzwerte mit der angegebenen Standardabweichung streuen werden. Daraus kann
dann, wie später gezeigt wird, ein Konfidenzintervall für den wahren Wert abgeleitet wer-
den. Der Anteil der Schätzungen, die innerhalb einer Standardabweichung liegen, hängt
von der Form der Verteilung der Schätzwerte ab. Wenn diese Verteilung nicht gaußförmig
ist, dann gibt man statt der Standardabweichung σθ̂ üblicherweise das Intervall an, in
dem 68.3% der Schätzwerte liegen, wie es bei der Gaußverteilung für das 1σθ̂ Intervall der
Fall ist. Da die Verteilung der ML-Schätzwerte asymptotisch gaußverteilt ist, fallen beide
Verfahren für große Stichproben zusammen.
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Durch Integration über θ ergibt sich

logL(θ) = logL(θ̂) − (θ̂ − θ)2

2V [θ̂]
(6.28)
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variiert. Im einfachsten Fall können wir also die Varianz V [θ̂] bzw. die Standardabweichung

σθ̂ =
√

V [θ̂] von θ̂ als Maß für die Unsicherheit angeben. (Es kann aber auch notwendig
und sinnvoll sein, asymmetrische Fehler anzugeben.) Das Ergebnis der Schätzung wird
dann angegeben als

θ = θ̂ ± σθ̂. (6.30)

Dies ist keine Aussage darüber, dass der wahre Wert von θ mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit in diesem Intervall liegt, sondern darüber, dass bei Wiederholung der Messung
die Schätzwerte mit der angegebenen Standardabweichung streuen werden. Daraus kann
dann, wie später gezeigt wird, ein Konfidenzintervall für den wahren Wert abgeleitet wer-
den. Der Anteil der Schätzungen, die innerhalb einer Standardabweichung liegen, hängt
von der Form der Verteilung der Schätzwerte ab. Wenn diese Verteilung nicht gaußförmig
ist, dann gibt man statt der Standardabweichung σθ̂ üblicherweise das Intervall an, in
dem 68.3% der Schätzwerte liegen, wie es bei der Gaußverteilung für das 1σθ̂ Intervall der
Fall ist. Da die Verteilung der ML-Schätzwerte asymptotisch gaußverteilt ist, fallen beide
Verfahren für große Stichproben zusammen.
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Varianz für Schätzer:  Analytische Methode 

In wenigen Fällen kann die Varianz analytisch berechnet werden. 
 
Benötigt Berechnung von: 

108 KAPITEL 6. MAXIMUM-LIKELIHOOD

Analytische Methode

In einigen Fällen kann die Varianz des ML-Schätzers θ̂ direkt analytisch ausgerechnet
werden (θ0 ist wieder der wahre Wert des Parameters)

E[θ̂] =
∫

θ̂(x1, ..., xn)f(x1, ..., xn; θ0) dx1...dxn ≡ µ(θ0) (6.31)

V [θ̂] =
∫

(θ̂(x1, ..., xn) − µ(θ0))2f(x1, ..., xn; θ0) dx1...dxn ≡ σ2
θ0

(6.32)

Erwartungswert und Varianz des ML-Schätzers hängen vom wahren Wert θ0 ab. Mit
der Transformationsinvarianz der ML-Schätzer können wir aber für θ0 einfach den ML-
Schätzer θ̂ einsetzen und erhalten so den ML-Schätzer für die Varianz.

Monte-Carlo-Methode

Wenn die analytische Berechnung der Varianz zu schwierig ist, kann die Monte-Carlo Me-
thode verwendet werden. Aus der Verteilung der Grundgesamtheit f(x; θ) generiert man
Stichproben {x(k)

1 , ..., x(k)
n }, k = 1, ..., N und berechnet für jede den Wert des ML-Schätzers

θ̂(k) = θ̂(x(k)
1 , ..., x(k)

n ). Diese Werte θ̂(k) bilden eine neue Stichprobe, und zwar aus der
Grundgesamtheit aller ML-Schätzwerte. Als Schätzwert für deren Varianz bestimmt man
die Varianz der Stichprobe nach

σ2
S =

1
N − 1

N∑

i=1

(θ̂(k) − θ̂(k))2. (6.33)

Schranke Minimaler Varianz

Wenn auch die Monte-Carlo-Methode zu aufwendig erscheint, kann man folgende Methode
zur Abschätzung der Varianz verwenden. Generell gilt unter sehr allgemeinen Bedingun-
gen, dass die Varianz eines Schätzers durch die Schranke Minimaler Varianz nach unten
begrenzt ist (siehe Abschnitt 5.4).

V
[
θ̂
]
≥

(
1 +

∂b

∂θ

)2

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] (6.34)

wobei b die Verzerrung des Schätzers ist. Wie wir gesehen haben sind ML-Schätzer immer
asymptotisch effizient und wenn es bei endlichem Stichprobenumfang überhaupt einen
effizienten Schätzer gibt, dann wird er durch die ML-Methode gefunden. Gleichfalls ist
der ML-Schätzer asymptotisch unverzerrt, d.h. b = 0. Daher wird für ML-Schätzer häufig
angenommen, dass sie auch bei endlichem Stichprobenumfang die Schranke Minimaler
Varianz mit b = 0 erreichen, so dass die Varianz des ML-Schätzers gegeben ist durch

V
[
θ̂
]

=
1

E
[
−∂2 logL

∂θ2

] (6.35)

bzw. im Fall mehrer Parameter θ1, ..., θm die Kovarianzmatrix durch

(V −1)ij = E

[
−∂2 logL

∂θi∂θj

]
. (6.36)

Erwartungswert und Varianz hängen vom wahren Parameterwert ab. 
 
In der Praxis: schätze wahren Wert durch ML-Schätzer. 
 
Für Exponential-WDF kann dies noch hingeschrieben werden und  
liefert bekanntes Ergebnis. 
 
Allerdings wird diese Methode in der Praxis quasi nicht verwendet. 
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Varianz für Schätzer:  Monte-Carlo-Methode 
Nachdem wir den Schätzwert für den Parameter bestimmt haben 
müssen wir nun den statistischen Fehler des Schätzers bestimmen, 
 i.e., wie weit die Verteilung der Schätzwerte wäre, wenn wir die 
gesamte identische Messung sehr oft wiederholen würden. 

Ein Weg (und der einzig 100% korrekte) dies zu tun, ist die identischen 
Messungen viele Male mit der MC-Methode zu simulieren.  

Für unser Exponential-WDF-Beispiel erhalten  
wir aus der Varianz der Schätzwerte: 

Beachte: Verteilung ist nahezu gaussförmig. 
Fast immer wahr für ML-Methode im Grenzfall 
großer Stichproben. 
 
Wähle Datenschätzwert als Input für MC-Simulation. 
Prüfe Abhängigkeit der Varianz von angenommenen Wert in der Simulation. 
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Analytische Methode

In einigen Fällen kann die Varianz des ML-Schätzers θ̂ direkt analytisch ausgerechnet
werden (θ0 ist wieder der wahre Wert des Parameters)

E[θ̂] =
∫

θ̂(x1, ..., xn)f(x1, ..., xn; θ0) dx1...dxn ≡ µ(θ0) (6.31)

V [θ̂] =
∫

(θ̂(x1, ..., xn) − µ(θ0))2f(x1, ..., xn; θ0) dx1...dxn ≡ σ2
θ0

(6.32)

Erwartungswert und Varianz des ML-Schätzers hängen vom wahren Wert θ0 ab. Mit
der Transformationsinvarianz der ML-Schätzer können wir aber für θ0 einfach den ML-
Schätzer θ̂ einsetzen und erhalten so den ML-Schätzer für die Varianz.

Monte-Carlo-Methode

Wenn die analytische Berechnung der Varianz zu schwierig ist, kann die Monte-Carlo Me-
thode verwendet werden. Aus der Verteilung der Grundgesamtheit f(x; θ) generiert man
Stichproben {x(k)

1 , ..., x(k)
n }, k = 1, ..., N und berechnet für jede den Wert des ML-Schätzers

θ̂(k) = θ̂(x(k)
1 , ..., x(k)

n ). Diese Werte θ̂(k) bilden eine neue Stichprobe, und zwar aus der
Grundgesamtheit aller ML-Schätzwerte. Als Schätzwert für deren Varianz bestimmt man
die Varianz der Stichprobe nach

σ2
S =

1
N − 1

N∑

i=1

(θ̂(k) − θ̂(k))2. (6.33)

Schranke Minimaler Varianz

Wenn auch die Monte-Carlo-Methode zu aufwendig erscheint, kann man folgende Methode
zur Abschätzung der Varianz verwenden. Generell gilt unter sehr allgemeinen Bedingun-
gen, dass die Varianz eines Schätzers durch die Schranke Minimaler Varianz nach unten
begrenzt ist (siehe Abschnitt 5.4).

V
[
θ̂
]
≥

(
1 +

∂b

∂θ

)2

E

[
−∂2 logL

∂θ2

] (6.34)

wobei b die Verzerrung des Schätzers ist. Wie wir gesehen haben sind ML-Schätzer immer
asymptotisch effizient und wenn es bei endlichem Stichprobenumfang überhaupt einen
effizienten Schätzer gibt, dann wird er durch die ML-Methode gefunden. Gleichfalls ist
der ML-Schätzer asymptotisch unverzerrt, d.h. b = 0. Daher wird für ML-Schätzer häufig
angenommen, dass sie auch bei endlichem Stichprobenumfang die Schranke Minimaler
Varianz mit b = 0 erreichen, so dass die Varianz des ML-Schätzers gegeben ist durch

V
[
θ̂
]

=
1

E
[
−∂2 logL

∂θ2

] (6.35)

bzw. im Fall mehrer Parameter θ1, ..., θm die Kovarianzmatrix durch

(V −1)ij = E

[
−∂2 logL

∂θi∂θj

]
. (6.36)
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Varianz der Schätzer aus SMV 
Die Informationsungleichung (RCF) setzt eine untere Schranke auf die 
Varianz für beliebigen Schätzer (nicht nur ML-Schätzer): 

Oft ist der Bias b klein, und die Ungleichung gilt exakt oder ist eine 
gute Näherung (z.B. im Grenzfall großer Stichproben). Dann: 

Wir schätzen diesen Wert durch die 2te Ableitung von  ln L im Maximum: 
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Erwartungswert und Varianz des ML-Schätzers hängen vom wahren Wert θ0 ab. Mit
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Schätzer θ̂ einsetzen und erhalten so den ML-Schätzer für die Varianz.
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Schranke Minimaler Varianz

Wenn auch die Monte-Carlo-Methode zu aufwendig erscheint, kann man folgende Methode
zur Abschätzung der Varianz verwenden. Generell gilt unter sehr allgemeinen Bedingun-
gen, dass die Varianz eines Schätzers durch die Schranke Minimaler Varianz nach unten
begrenzt ist (siehe Abschnitt 5.4).
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[
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]
≥

(
1 +

∂b
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E
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der ML-Schätzer asymptotisch unverzerrt, d.h. b = 0. Daher wird für ML-Schätzer häufig
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V
[
θ̂
]

=
1

E
[
−∂2 logL

∂θ2
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bzw. im Fall mehrer Parameter θ1, ..., θm die Kovarianzmatrix durch
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[
−∂2 logL

∂θi∂θj

]
. (6.36)
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gegeben ist. Dies ist nach dem oben gesagten jedoch nicht zwingend und sollte im Zwei-
felsfall durch eine Monte-Carlo Studie bestätigt werden. Wenn der Schäzter bei endlicher
Stichprobe nicht effizient und möglicherweise verzerrt ist, dann liefern diese Formeln eine
Unterschätzung der tatsächlichen Varianz des Schätzers.

Für die Berechnung dieser Formeln für die Varianz benötigt man den Erwartungswert
der zweiten Ableitung der Likelihood-Funktion. Dies kann leicht so aufwändig werden,
dass man auch direkt die (sicherere) Monte-Carlo-Methode anwenden kann. In Gl. 5.28
haben wir jedoch gezeigt, dass im Falle eines effizienten unverzerrten ML-Schätzers der
Erwartungswert durch den Funktionswert an der Stelle des ML-Schätzers gegeben ist.
Damit erhalten wir also als Schätzwert für die Kovarianzmatrix V des ML-Schätzers

(V̂ −1)ij = −∂2 logL
∂θi∂θj

∣∣∣∣
!θ=!̂θ

. (6.37)

oder für den Fall nur eines Parameters

V̂ [θ̂] =
−1

∂2 logL
∂θ2

∣∣∣
θ=θ̂

. (6.38)

Dies ist die Standarmethode zur numerischen Bestimmung der Kovarianzmatrix des ML-
Schätzwertes. Sie wird zum Beispiel im Paket MINUIT [MINU] standardmässig verwendet.

Graphische Methode

Wir betrachten zunächst den Fall eines Parameters θ.

Asymptotischer Fall

Asymptotisch, d.h. für n → ∞, nähert sich nach Gl. 6.29 die Likelihood-Funktion der
Gaußverteilung mit Varianz V [θ̂] und folglich ist logL parabolisch

logL(θ) = logL(θ̂) − (θ̂ − θ)2

2V [θ̂]
(6.39)

Mit σ2
θ̂

= V [θ̂] folgt

logL(θ̂ ± σθ̂) = logL(θ̂) − 1
2

(6.40)

Die Standardabweichung des ML-Schätzers kann man also einfach an der Likelihood-
Funktion ablesen, indem man die Punkte bestimmt, an denen die Likelihood um 0.5 unter
ihren Maximalwert gefallen ist. Anders ausgedrückt: indem wir den ML-Schätzer als un-
sere beste Schätzung des wahren Wertes θ0 nehmen, enthält das Intervall zwischen den
Punkten, an denen die Likelihood um 0.5 unter ihren Maximalwert gefallen ist, mit 68.3%
Wahrscheinlichkeit den ML-Schätzer bei Wiederholung des Experiments.

Allgemeiner Fall

Für endlichen Stichprobenumfang n ist die Likelihood-Funktion im allgemeinen nicht
gaußförmig. Dann kann eine nichtlineare, monotone Abbildung a(θ) gefunden werden,
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Varianz des Schätzers: Graphische Methode 

Entwickele ln L (θ) in Taylorreihe um das Maximum: 

Erster Term ist ln Lmax, zweiter Term verschwindet, 
für den dritten Term verwende die Informationsungleichung: 
(unter der Annahme der Gleichheit): 

i.e., 

→ um zu erhalten, ändere θ von     weg, bis ln L um ½ kl. ist als im Max. 
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so dass logL(a) parabolisch ist. Für den Parameter a kann dann nach obiger Methode die
Standardabweichung σâ bestimmt werden. Wir müssen dann die Punkte â±σâ in das ent-
sprechende Intervall in θ abbilden. Wenn mit 68.3% Wahrscheinlichkeit der ML-Schätzer
â bei Wiederholung des Experiments im Intervall â ± σâ liegt, dann liegt θ̂ mit gleicher
Wahrscheinlichkeit im Intervall [θ(â − σa), θ(â + σa)]. Mit der Transformationsinvarianz
des ML-Schätzers ist â = a(θ̂). Links und rechts vom ML-Schätzer ist die Likelihood eine
monotone Funktion, so dass die Gleichung logLa(a(θ)) = logLθ(θ) verwenden kann, um
zu einem bestimmten Wert von a den zugehörigen Wert von θ mit a = a(θ) zu berechnen.

logLθ(θ̂ + δθ̂,+) = logLa(â + σâ) = logLa(â) − 1
2

= logLθ(θ̂) − 1
2

(6.41)

logLθ(θ̂ − δθ̂,−) = logLa(â − σâ) = logLa(â) − 1
2

= logLθ(θ̂) − 1
2

(6.42)

Wir können also das Intervall wieder direkt an der Likelihood-Funktion ablesen. Die Trans-
formation muss nicht explizit durchgeführt werden. Es gibt jedoch zwei wesentliche Unter-
schiede zum Fall der gaußförmigen Likelihood. Erstens liegen die Grenzen des Intervalls
[θ̂ − δθ̂,−, θ̂ + δθ̂,+] jetzt asymmetrisch um den ML-Schätzwert θ̂. Und zweitens ist das
analog konstruierte 2σ-Intervall nicht genau doppelt so groß wie das 1σ-Intervall.

Zusammenfassend stellen wir also fest, dass wir das Intervall um den wahren Wert eines
Parameters θ, in dem 68.3% der ML-Schätzwerte liegen, abschätzen durch das Intervall
zwischen den Punkten, an denen die Likelihood-Funktion um 0.5 unter ihren Maximalwert
gefallen ist. Intervalle mit anderem Wahrscheinlichkeitsinhalt bestimmt man analog, indem
man sie an Hand der Gaußverteilung in die entsprechenden Anzahl σ umrechnet:

Grenzen des k × σ-Intervalls: logL = logLmax − k2

2
(6.43)

Im mehrdimensionalen Fall ist die Likelihood-Funktion eine Funktion mehrerer Parameter
θ1, ..., θn. Hat die Likelihood-Funktion die Form einer mehrdimensionalen Gaußfunktion
(was asymptotisch immer der Fall ist), dann definiert man das 1σ-Ellipsoid analog als den
Bereich, auf dessen Rand die logarithmische Likelihood-Funktion um 0.5 unter ihren Maxi-
malwert abgefallen ist. Wie in Abschnitt 2.2.3 besprochen liegen rund 39% der Schätzwerte
(θ̂1, ..., θ̂n) innerhalb dieses Ellipsoids. Die k× σ-Ellipsoide werden entsprechend definiert.
Wie im eindimensionalen Fall wird diese Definition auch auf den Fall erweitert, in dem die
Likelihood-Funktion nicht gaußförmig ist.

6.4 Beispiele von ML-Schätzern

6.4.1 Mittelwert und Standardabweichung einer Gaußverteilung

Sei {x1, ..., xn} eine Stichprobe aus einer gaußverteilten Grundgesamtheit mit unbekann-
tem Mittelwert µ und unbekannter Varianz σ2. Die logarithmische Likelihood-Funktion
ist

logL(µ,σ2) =
n∑

i=1

log f(xi;µ,σ2) =
n∑

i=1

(
log

1√
2π

+
1
2

log
1
σ2

− (xi − µ)2

2σ2

)
. (6.44)
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Beispiel: WDF-Exponentialfunktion 6.4. BEISPIELE VON ML-SCHATZERN 113
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Abbildung 6.2: Schätzung des Mittelwerts einer Exponentialverteilung mit dem ML-
Prinzip (siehe Text).

Transformation auf die Variable τ̂ = z
n liefert die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für

die ML-Schätzwerte

g(τ̂ ;n, τ) = gz(z)
∣∣∣∣
dz

dτ̂

∣∣∣∣ = ngz(nτ̂) =
nn

(n − 1)!
τ̂n−1

τn
exp

(
−n

τ̂

τ

)
(6.62)

Die Kurve in Abb. 6.2 (c) ist g(τ̂ ;n = 50, τ = 1). Sie liefert eine gute Beschreibung der in
den Monte-Carlo-Experimenten gefundenen Verteilung. Abb. 6.2 (d) zeigt g(τ̂ ;n, τ = 1)
für n = 2, 5, 20, 50. Wie man sehen kann, nähert sich die Verteilung der ML-Schätzwerte
in der Tat für große n einer Gaußverteilung.

Anstelle der mittleren Zerfallszeit τ könnte man auch die Zerfallskonstante λ = 1/τ be-
stimmten. Der ML-Schätzer ist einfach λ̂ = 1/τ̂ wegen der Transformationsinvarianz. Die
Verteilung der Schätzwerte λ̂ ergibt sich zu

h(λ̂;n,λ) = g(τ̂ ;n, τ)
∣∣∣∣
dτ̂

dλ̂

∣∣∣∣ =
nn

(n − 1)!
λn

λ̂n+1
exp

(
−n

λ

λ̂

)
(6.63)
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Auch bei der Exponentialverteilung ergibt sich also als ML-Schätzer für den Mittelwert
das arithmetische Mittel. τ̂ ist damit unverzerrt (E[τ̂ ] = τ , wie man auch leicht direkt
nachrechnet). Das arithmetische Mittel ist jedoch im allgemeinen nicht notwendigerweise
effizient. Mit Gl. 5.33 ist die Varianz des arithmetischen Mittels

V [τ̂ ] =
1
n

V [t] =
1
n

τ2 (6.55)

Um dies mit der SMV zu vergleichen, berechnen wir

∂2 logL
∂τ2

=
n

τ2

(

1 − 2
nτ

n∑

i=1

ti

)

=
n

τ2

(
1 − 2τ̂

τ

)
(6.56)

Da τ̂ unverzerrt ist ergibt sich für die SMV

V [τ̂ ] ≥ −1
E
[

n
τ2

(
1 − 2τ̂

τ

)] =
−1

n
τ2

(
1 − 2E[τ̂ ]

τ

) =
τ2

n
(6.57)

τ̂ ist also auch effizient. V [τ̂ ] = τ2

n hängt vom unbekannten wahren Wert τ ab. Wir können
aber mit der Transformationsinvarianz der ML-Schätzer sofort den ML-Schätzer für die
Varianz angeben:

V̂ [τ̂ ] =
τ̂2

n
(6.58)

Abb. 6.2 zeigt die Schätzung des Mittelwerts einer Exponentialverteilung in einem Monte-
Carlo-Experiment. Es wurden 50 Zerfallszeiten ti nach einer Exponentialverteilung mit
Mittelwert τ = 1 generiert, angedeutet durch die senkrechten Striche in (a). (a) zeigt
ausserdem die Exponentialverteilung f(t; τ = 1). In (b) ist die aus dieser Stichprobe
berechnete logarithmische Likelihood-Funktion zu sehen. Ihr Maximum liegt bei τ̂ ≈ 1.02.
Als 1σ-Intervall lesen wir ab [1.02 − 0.12, 1.02 + 0.16], ein fast symmetrisches Intervall.
Aus der analytischen Berechnung erhalten wir V̂ [τ̂ ] = τ̂2

n ≈ 0.021 und damit σ̂ ≈ 0.14 in
guter Übereinstimmung mit der graphischen Methode.

Nun wird das Monte-Carlo-Experiment 500 mal wiederholt. (c) zeigt die Verteilung der
jeweils ermittelten ML-Schätzwerte τ̂ . Der RMS-Wert dieser Verteilung ist 0.13, bestätigt
also die obigen Schätzungen der Varianz von τ̂ .

Die volle Verteilungsfunktion der ML-Schätzwerte θ̂ kann mit Hilfe der charakteristischen
Funktion ermittelt werden. Die charakteristische Funktion der Exponentialverteilung ist

φt(k) =
∫ ∞

0
exp(ikt)

1
τ

exp
(
− t

τ

)
dt =

1
1 − ikτ

(6.59)

Die charakteristische Funktion der Summe z =
∑n

i=1 ti = nτ̂ ist somit

φz(k) =
1

(1 − ikτ)n
. (6.60)

Durch Rücktransformation ergibt sich die Verteilung der z zu

gz(z) =
1
2π

∫ ∞

−∞

exp(−ikz)
(1 − ikτ)n

dk =
1

(n − 1)!
zn−1

τn
exp

(
−z

τ

)
(6.61)

Graphisch: 
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Analytisch: 

MC-Methode: 
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Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern 

Betrachte die Verteilung eines Streuwinkels  x = cos θ, 

Oder wenn xmin < x < xmax, müssen wir korrekt normieren: 

Beispiel:  α = 0.5, β = 0.5, xmin = -0.95, xmax = 0.95,  
generiere n = 2000 Messungen/Ereignisse mit der MC-Methode. 
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Numerische Bestimmung des Maximums von ln L(α, β) (MINUIT) liefert 

Bemerkung: Kein Binning der Daten im Fit. 
Histogramm nur für Visualisierung 

Kovarianzen aus (MINUIT Routine  
HESSE) 

Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern- Fit-Ergebnis 
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Zwei-Parameter-Fit:  MC-Studie 

Wiederhole ML-Fit für 500 Experimente, alle mit jeweils n = 2000 Ereignissen 

Mittelwerte der Schätzer ~ wahre Werte 
Kovarianzen nahe an früheren Abschätzungen. 
Randverteilungen ungefähr gaussförmig.  
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Die “ln Lmax - ½”-Kontur 

Für großen Stichprobenumfang n, wir ln L Paraboloid  
(quadratische Form) in der Nähe des Maximums: 

Die Kontur ist eine Ellipse: 
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Kovarianzen aus “ln L”- Kontur 

→ Tangenten an Kontur 
ergeben Standardabweichungen 

→ Winkel der Hauptache der Ellipse zur  
     Horizontalen ergibt Korrelation: 

Korrelation zwischen Schätzern resultieren in einer 
Vergrößerung der Standardabweichungen (stat. Fehler).  

Die (α, β)-Ebene für  
die erste Messung 
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Erweiterte ML-Methode 

Bisher haben wir nur die Form der WDF f(x,θ) verwendet. 
Nicht auch die die absolute Normierung. 

Betrachte Anzahl der Beobachtungen als Poisson-verteilte ZV 

Das Ergebnis eines Experimentes ist dann: n, x1, ..., xn. 

Die erweiterte Likelihoodfunktion lautet: 

Annahme die Theorie gibt einen Zusammenhang  ν = ν(θ), dann ist 
die erweiterte  ln-Likelihoodfunktion (EML) gegeben durch:  

wobei C Terme repräsentiert, die nicht von den Parametern θ  abhängen. 
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Erweiterte ML nutzt mehr Information → kleinere Varianz für 

Beispiel:  erwartete Anzahl von Ereignissen 

Wobei der totale Wirkungsquerschnitt σ(θ) als Funktion der 
Parameter in der Theorie vorhergesagt wird, ebenso 
wie die Verteilung einer Variablen x   
(normierter differentieller Wirkungsquerschnitt). 

Wenn ν nicht von θ abhängt, sondern ein freier Parameter ist, 
dann liefert die EML-Methode: 

Erweiterte ML-Methode 

(Dennoch kann es sinnvoll sein die EML-Methode zu verwenden.) 
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ML-Methode für Histogramme 
Oft werden Daten in Histogramm gefüllt  
(um Rechenzeit bei Auswertung der Likelihood  
für sehr große Stichproben zu sparen) 
 
Oder Daten liegen nur in Form eines Histogrammes vor 
 
Oder WDF der Theorie kann nicht analystisch berechnet  
sondern nur durch MC-Simulation (z.B. Berücksichtigung 
von Akeptanz- und Auflösungseffekten (àFaltung)) 

Hypothese im Modell mit Parametern θ ist  (mit νtot=ntot): 

Stichprobe liefert Histogramm mit Einträgen: 
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ML-Methode für Histogramme 

Bei analytischer bekannter WDF der Theorie ergeben sich νi 

Da  ntot konstant, folgt die gemeinsame WDF für den  
Stichprobenvektor einer Multinomialverteilung.   

Die log-Likelihood-Funktion ergibt sich zu: 

oder direkt aus dem Histogramm der Simulation für die WDF.  

C=const.=Terme unabhängig von θi 
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ML-Beispiel für Histogram 
Unser beliebtes Beispiel: die Exponential-WDF, aber nun als Histogramm 

Im Grenzfall verschwindender Binbreite à normale ML-Methode 
 Einteilung in Bins führt zu Informationsverlust à Varianz größer 
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Erweiterte ML-Beispiel für Histogram 
Bisher nur Form der Histogramme.  
Zahl der Einträge in Theorie durch Beobachtung fixiert (mit νtot=ntot) 

Und die erweiterte Likelihoodfunktion ist: 

Betrachte nun ntot als Poisson-ZV mit Mittelwert νtot=ntot. 

Die gemeinsame WDF ergibt sich zu: 

= Produkt von N unabhängigen Poisson-WDF in jedem Bin. 

X Pois(ntot; νtot) 
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Ziel: Messung von g.  

Erweiterte ML-Methode: Beispiel 

Anzahl der beobachteten Ereignisse 
hängt quadratisch von g ab.  Form hängt nicht trivial  

von g ab.  
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Erweiterte ML-Methode: Beispiel-Fit Ergebnis 

EML reduziert den statistischen Fehler 

ML: durchgezogene Linien 

EML: unterbochene Linien 
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Annahme:  zwei Observable x und y mit unterschiedlichen Abhängigkeiten  
                  vom Parameter θ, der geschätzt werden soll. 
                    
 
                    
                  Zwei unabhängige Messreihen/stichproben für x und y. 
 
 
Wenn für beide Observablen die Likelihoodfunktionen bekannt sind, 
dann ergibt sich die gemeinsame Likelihoodfunktion zu: 
 

Kombination von Messungen mit ML-Methode: 

6.8. KOMBINATION MEHRERER MESSUNGEN 121

Monte-Carlo-Methode

Die Verteilung der Maximalwerte logLmax der Log-Likelihood kann durch viele wiederhol-
te Monte-Carlo-Experimente bestimmt werden. Mit dieser kann dann der P-Wert des in
Daten gefundenen Werts von logLmax bestimmt werden. Ist der P-Wert zu klein, so wird
man die Hypothese verwerfen. Für kleine Ereigniszahlen ist dies die einzige zuverlässige
Methode.

Histogrammieren

Die ntot Meßwerte der Daten werden in ein Histogramm !n = (n1, ..., nN ) eingefüllt. Aus
der Hypothese bestimmt man nach

ν̂i = ntot

∫ xmax
i

xmin
i

f(x; θ̂)dx (6.94)

die Erwartungswerte nach der Hypothese unter Verwendung der ML-Schätzer für die freien
Parameter. Dies erlaubt zum einen einen graphischen Vergleich von Daten und Hypothese.
Zum anderen können nun übliche Methoden wie Chiquadrat angewendet werden, um die
Güte der Übereinstimmung zu quantifizieren. Wenn die Zahl der Einträge in keinem Bin
zu klein (< 5) ist, dann folgt

χ2 =
N∑

i=1

(ni − ν̂i)2

ν̂i
(6.95)

einer Chiquadratverteilung mit N − m (N − m − 1) Freiheitsgraden falls die Gesamtzahl
ntot (nicht) als Zufallsvariable angesehen wird. Hierbei ist m die Zahl der Parameter θ =
θ1, ..., θm, die mit der ML-Methode geschätzt wurden und die wir im vorhergehenden nicht
explizit als !θ angegeben haben.

6.8 Kombination mehrerer Messungen

Liegen mehrere Messungen eines Parameters θ vor, so fragt sich, wie man diese kombinieren
kann um somit eine präzisere Schätzung des Parameters zu erreichen. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit betrachten wir den Fall von zwei Messungen. Die Meßwerte x der ersten
Messung seien verteilt nach fx(x; θ), die Meßwerte y der zweiten Messung nach fy(y; θ).
Im Kontext der ML-Methode sind hier zwei Fälle zu unterscheiden.

Likelihood-Funktion aller Messungen bekannt

Wenn für beide Messungen die Likelihood-Funktionen bzw. die Funktionen fx(x; θ) und
fy(y; θ) bekannt sind, dann kann die Gesamtlikelihood

L(θ) =
n∏

i=1

fx(xi; θ) ·
m∏

j=1

fy(yj ; θ) = Lx(θ) · Ly(θ) (6.96)

gebildet werden und der Parameter θ nach dem ML-Prinzip geschätzt werden.
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kann um somit eine präzisere Schätzung des Parameters zu erreichen. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit betrachten wir den Fall von zwei Messungen. Die Meßwerte x der ersten
Messung seien verteilt nach fx(x; θ), die Meßwerte y der zweiten Messung nach fy(y; θ).
Im Kontext der ML-Methode sind hier zwei Fälle zu unterscheiden.

Likelihood-Funktion aller Messungen bekannt

Wenn für beide Messungen die Likelihood-Funktionen bzw. die Funktionen fx(x; θ) und
fy(y; θ) bekannt sind, dann kann die Gesamtlikelihood

L(θ) =
n∏

i=1

fx(xi; θ) ·
m∏

j=1

fy(yj ; θ) = Lx(θ) · Ly(θ) (6.96)

gebildet werden und der Parameter θ nach dem ML-Prinzip geschätzt werden.

6.8. KOMBINATION MEHRERER MESSUNGEN 121

Monte-Carlo-Methode

Die Verteilung der Maximalwerte logLmax der Log-Likelihood kann durch viele wiederhol-
te Monte-Carlo-Experimente bestimmt werden. Mit dieser kann dann der P-Wert des in
Daten gefundenen Werts von logLmax bestimmt werden. Ist der P-Wert zu klein, so wird
man die Hypothese verwerfen. Für kleine Ereigniszahlen ist dies die einzige zuverlässige
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einer Chiquadratverteilung mit N − m (N − m − 1) Freiheitsgraden falls die Gesamtzahl
ntot (nicht) als Zufallsvariable angesehen wird. Hierbei ist m die Zahl der Parameter θ =
θ1, ..., θm, die mit der ML-Methode geschätzt wurden und die wir im vorhergehenden nicht
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6.8 Kombination mehrerer Messungen

Liegen mehrere Messungen eines Parameters θ vor, so fragt sich, wie man diese kombinieren
kann um somit eine präzisere Schätzung des Parameters zu erreichen. Ohne Beschränkung
der Allgemeinheit betrachten wir den Fall von zwei Messungen. Die Meßwerte x der ersten
Messung seien verteilt nach fx(x; θ), die Meßwerte y der zweiten Messung nach fy(y; θ).
Im Kontext der ML-Methode sind hier zwei Fälle zu unterscheiden.

Likelihood-Funktion aller Messungen bekannt

Wenn für beide Messungen die Likelihood-Funktionen bzw. die Funktionen fx(x; θ) und
fy(y; θ) bekannt sind, dann kann die Gesamtlikelihood

L(θ) =
n∏

i=1

fx(xi; θ) ·
m∏

j=1

fy(yj ; θ) = Lx(θ) · Ly(θ) (6.96)

gebildet werden und der Parameter θ nach dem ML-Prinzip geschätzt werden.
Bestimmung von Schätzwert und Varianz für θ  
mit normaler ML-Methode wie gehabt.  
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Annahme: nur Schätzwerte                  und Varianzen                          bekannt 

Kombination von Messungen mit ML-Methode: 
122 KAPITEL 6. MAXIMUM-LIKELIHOOD

ML-Schätzer und Varianzen bekannt

Wenn von den beiden Messungen lediglich die ML-Schätzer θ̂x und θ̂y und deren Varianzen
V̂ [θ̂x] und V̂ [θ̂y] bekannt sind, so kann man für jeweils hinreichend großen Stichproben-
umfang nx und ny davon ausgehen, dass die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der
ML-Schätzer gx(θ̂x; θ) und gy(θ̂x; θ) gaußförmig sind. Die beiden Messungen können dann
kombiniert werden, indem man die beiden ML-Schätzer als Meßwerte mit Verteilungen
gx(θ̂x; θ) bzw. gy(θ̂x; θ) ansieht und die obige Methode anwendet mit

L(θ) = gx(θ̂x; θ) · gy(θ̂x; θ). (6.97)

Für gaußverteilte Meßwerte ist die ML-Methode äquivalent zur Methode der kleinsten
Quadrate (siehe nächstes Kapitel). Als ML-Schätzer ergibt sich in diesem Fall

θ̂ =
θ̂x

V̂ [θ̂x]
+ θ̂y

V̂ [θ̂y]
1

V̂ [θ̂x]
+ 1

V̂ [θ̂y]

. (6.98)

Die einzelnen Messungen werden also mit dem Reziproken ihrer Varianz gewichtet. Der
ML-Schätzer für die Varianz des kombinierten Wertes ist

V̂ [θ̂] =
1

1
V̂ [θ̂x]

+ 1
V̂ [θ̂y]

. (6.99)
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Im Grenzfall großer Stichproben werden die WDF für die Schätzer 
durch Gauss-Verteilungen beschrieben: 
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Die Messungen können dann kombiniert werden mittels der Likelihoodfunktion 
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Quadrate (siehe nächstes Kapitel). Als ML-Schätzer ergibt sich in diesem Fall

θ̂ =
θ̂x

V̂ [θ̂x]
+ θ̂y

V̂ [θ̂y]
1

V̂ [θ̂x]
+ 1

V̂ [θ̂y]

. (6.98)

Die einzelnen Messungen werden also mit dem Reziproken ihrer Varianz gewichtet. Der
ML-Schätzer für die Varianz des kombinierten Wertes ist

V̂ [θ̂] =
1

1
V̂ [θ̂x]

+ 1
V̂ [θ̂y]

. (6.99)

122 KAPITEL 6. MAXIMUM-LIKELIHOOD

ML-Schätzer und Varianzen bekannt

Wenn von den beiden Messungen lediglich die ML-Schätzer θ̂x und θ̂y und deren Varianzen
V̂ [θ̂x] und V̂ [θ̂y] bekannt sind, so kann man für jeweils hinreichend großen Stichproben-
umfang nx und ny davon ausgehen, dass die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der
ML-Schätzer gx(θ̂x; θ) und gy(θ̂x; θ) gaußförmig sind. Die beiden Messungen können dann
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Der ML-Schätzer ergibt sich zu: 

und dessen Varianz zu: 
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