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Lectures on Statistical Data Analysis  

Schätzung von Vetrauensintervallen 

Deutliche Unterscheidung in Interpetation des Intervalls [a,b] 
in den beiden Statistikschulen: Frequentisten  (klassisch)  
                                                  Bayesianer      (subjektiv). 

Bisher:  Schätzung von Parametern und deren Varianz 
 
Jetzt:    Angabe eines Intervalls “Vertauensintervall” [a,b], welches 
            irgendeine Wahrscheinlichkeitsaussage über Beziehung  
            zwischen statistischer Genauigkeit der Messung und  
            dem wahren Wert des Parameters macht.  

oft wird ± 1 Standardabweichung als Vertrauensintervall(Konfidenzintervall 
            zu 68%Vertrauensniveau/Konfidenzniveau  (CL)angebeben  
 
aber:  - nimmt an dass die WDF des Schätzers eine Gaussverteilung ist 
          - Schwierigkeit bei Schätzwerten nahe an Physikalischen Grenzen 
             z.B.   - Masse = -5±2 < 0      - Zählrate nahe bei oder < 0  
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G. Cowan  

Interpretation von Vertrauenintervallen 
Vertrauensintervall hängt von Messwerten ab à [a,b] ist Zufallsvariable 

Frequentisten: Vertrauensintervall [a,b] zu xy% Vertrauensniveau CL   

Interpretation:  bei sehr häufiger Wiederholung identischer Messungen und  
                        Bestimmung der Vertrauensintervalle nach selber Methode,  
                        wird der Anteil von xy% der so gebildeten Vertrauensintervalle 
                        den wahren Wert des Parameters enthalten (Abdeckungswkt.)    
 
                        - keine Wahrscheinlichkeitsaussage über Beziehung von  
                          wahrem Wert und Intervall in einzelner Messung   
                       -  kein Problem mit Intervallen im unphysikalischen Bereich. 
                       -  Abdeckungswahrscheinlichkeit = CL 

Bayesianer:    Glaubwürdigkeitsintervall [a,b] zu xy% CL   
  
Interpretation:  die Wahrscheinlichkeit “Grad an Glaube”, dass der wahre Wert  
                         im geschätzen Intervall liegt ist xy% 
                        - Problem mit Intervallen im unphysikalischen Bereich 
                       - Verlangt A-Priori-Wkt. für wahre Werte des Parameters 
M. Schumacher             Exp. Methoden der TP  Kapitel 14: Vertrauensintervalle                           WiSe 2011/2012 



Betrachte einen Schätzer für einen Parameter θ und einen 

Man braucht für alle möglichen wahren Parameter θ die  
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für den Schätzer 

Spezifiziere obere und untere Ausläuferwahrscheinlichkeiten 
z.B. α = 0.05, β = 0.05, und bestimme die Funktionen uα(θ) and vβ(θ)  
so das gilt: 

Bestimmung Frequentistischer Vertrauensintervalle  

Schätzwert, der aus einer Stichprobe gewonnen wird 
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Finde die Punkte, wo der beobachtete 
Schätzwert den Konfidenzgürtel 
schneidetà [a,b]  

Die Region zwischen uα(θ) and vβ(θ) wird der Vertrauensgürtel genannt 

Konfidenzeniveau = 1 - α - β = Abdeckwahrscheinlichkeit des Intervalls den  
wahren Wert zu enthalten (in frequentistischer Interpretation s.o.)  
Gilt für jeden beliebigen wahren Wert des Parameters 

Bestimmung Frequentistischer Vertrauensintervalle  
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θ̂ vorhersagen. Auf der rechten Seite von Abb. 8.1 ist diese Verteilung beispielhaft für den
ML-Schätzer θ̂ des Mittelwerts einer Exponentialverteilung für vier verschiedene wahre
Werte θ des Mittelwerts dargestellt (siehe Abschnitt 6.4.2, Gl. 6.62; um der allgemeinen
Nomenklatur zu folgen, wird τ hier durch θ ersetzt). Als Stichprobenumfang wurde hier
n = 20 gewählt, so dass die Verteilungen deutlich von der Gaußverteilung abweichen. In
jeder dieser Verteilungen g(θ̂; θ) kann nun zu jedem α,β mit 0 ≤ α,β ≤ 1 ein Intervall
[lβ , uα] so bestimmt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ kleiner als lβ
zu erhalten gerade β ist und die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ größer als uα zu
erhalten gerade α ist:

α = P (θ̂ ≥ uα(θ)) =
∫ ∞

uα(θ)
g(θ̂; θ)dθ̂ = 1 − G(uα(θ); θ) (8.2)

und

β = P (θ̂ ≤ lβ(θ)) =
∫ lβ(θ)

−∞
g(θ̂; θ)dθ̂ = G(lβ(θ); θ) (8.3)

G ist hierbei die kumulative Verteilungsfunktion zu g(θ̂; θ). Der Wert von lβ bzw. uα hängt
natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das
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θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)
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Es gilt für alle Werte θ: 
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Das Intervall wird den wahren Wert  θ  mit Wkt ≥ 1 – γ enthalten. 
Dies ist Äquivalent zur Konstruktion des Konfidenzgürtels: der 
Konfidenzgürtel ist die Akzeptanzregion eines Hypotethesntests. 

KI aus Invertierung eines Hypothesentests 
Das Konfidenzinterval für einen Parameter θ  kann durch Definition eines 
Tests für den hypothetischen Wert θ  gefunden werden  
(und mache dies für alle hypothetischen Werte θ):  

  
Spezifiziere Werte der Daten die unverträglich mit θ sind (Kritische Region)  
so dass die Wahrscheinlickeit P(Daten in kritischer Region) ≤ γ  
für eine vorgegebenes  γ, z.B., 0.05 or 0.1. 
Wenn beobachtete Daten in kritischer Region, dann verwerfe den Wert von θ . 
 

Nun invertiere den  Test, um eine Konfidenzintervall zu definieren gemäß: 

      Menge der  θ-Werte, die nicht verworfen werden würden in einem  
      Hypothesentest mit Signifikanzniveau γ  (Konfidenzniveau ist 1 - γ ). 
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Äquivalente Sichtweise: wir betrachtem einen Signifikanztest für jeden 
hypothetischen Wert von θ,  mit dem Ergebnis des p-Wertes, pθ..   
 

 Wenn pθ < γ, dann verwerfe  θ. 
  
Das Konfidenzintervall zum Konfidenczniveau CL = 1 – γ beinhaltet die  
Werte für θ,  die nicht verworfen werden. 
 
Z.B. eine untere Grenze/Limit a auf θ ist der größte Wert für θ  
       für den gilt  pθ ≥ γ.  
 
In der Praxis finden wir den Grenzwert indem wir pθ = γ  setzen  
und diese Beziehung für θ   lösen. 
 
Oder für Signifikanzniveaus α u. β größtes a und kleinstes b finden, dass 
folgende Gleichungen erfüllt  

Beziehung zwischen CL und P-Wert 
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den wahren Wert nicht enthäht. Das Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] heißt Konfidenzintervall und
1 − α − β ist die Überdeckungswahrscheinlichkeit (engl. coverage probability) bzw.
das Konfidenzniveau (engl. confidence level) des Intervalls. Auf der linken Seite von
Abb. 8.1 ist für einen gegebenen beobachteten Schätzwert θ̂obs das Konfidenzintervall mit
Konfidenzniveau 1 − α − β eingezeichnet.

Man beachte, dass durch Angabe eines Konfidenzniveaus 1−γ das Intervall nicht eindeutig
bestimmt ist, denn es bleibt offen wir γ auf α und β verteilt wird. Sehr oft wird α = β = γ/2
gewählt, wodurch das sogenannte zentrale Konfidenzintervall entsteht.

Nach dem gleichen Verfahren können auch Grenzwerte bestimmt werden. Wegen

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.12)
⇔ P (a(θ̂) ≤ θ) = 1 − α (8.13)

ist a(θ̂) ein unterer Grenzwert für θ, wobei diese Aussage im oben diskutierten Sinne mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1−α richtig ist. Auch hier spricht man vom Konfidenzniveau
1 − α des Grenzwerts. Analog ist b(θ̂) ein oberer Grenzwert für θ mit Konfidenzniveau
1 − β.

Hat man in einer Messung einen Schätzwert θ̂obs beobachtet, so kann man den unteren
Grenzwert a(θ̂obs) auch als denjenigen hypothetischen wahren Wert von θ ansehen, für
den die Wahrscheinlichkeit bei wiederholten Messungen einen Schätzwert θ̂ ≥ θ̂obs zu
erhalten, gerade α ist (siehe Abb. 8.1). Die Konstruktion des unteren Grenzwerts kann
man sich also auch so vorstellen, dass man den Grenzwert solange verringert, bis die
Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ gleich oder grösser als den beobachteten zu finden,
nur noch α ist. Ist der wahre Wert von θ tatsächlich noch kleiner als das so bestimmte a,
so war unsere Messung eine statistische Fluktuation zu großen Werten von θ̂, die nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von α vorkommt. In Formeln gefasst bedeutet dies

α =
∫ ∞

θ̂obs

g(θ̂; a)dθ̂ = 1 − G(θ̂obs; a), (8.14)

was man formal aus Gl. 8.2 erhält, indem man θ = a wählt. Aus dieser Formel kann man
ebenfalls α bestimmen. Für die obere Schranke gilt natürlich analoges, insbesondere

β =
∫ θ̂obs

−∞
g(θ̂; b)dθ̂ = G(θ̂obs; b). (8.15)

8.3 Spezialfall Gaußverteilter Schätzer

Ein wichtiger Spezialfall sind gaußverteilte Schätzer, da ML-Schätzer oder generell al-
le Schätzer, die sich als lineare Summe der Meßwerte schreiben lassen (zentraler Grenz-
wertsatz), zumindest asymptotisch (für großen Stichprobenumfang) gaußverteilt sind. Wir
nehmen also jetzt an, dass

g(θ̂; θ) =
1√
2πσ2

θ̂

exp

(
−(θ̂ − θ)2

2σ2
θ̂

)
. (8.16)

Wir nehmen zunächst an, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und nicht von θ
abhängt. Dann ist schon anschaulich klar, dass sich die Konstruktion des Konfidenzinter-
valls sehr vereinfachen wird. Nehmen wir das zentrale Konfidenzintervall mit Konfidenzni-
veau 68.3%. Dieser Prozentsatz der Schätzwerte θ̂ liegen in dem 1σ-Intervall [θ−σθ̂, θ+σθ̂]
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den wahren Wert nicht enthäht. Das Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] heißt Konfidenzintervall und
1 − α − β ist die Überdeckungswahrscheinlichkeit (engl. coverage probability) bzw.
das Konfidenzniveau (engl. confidence level) des Intervalls. Auf der linken Seite von
Abb. 8.1 ist für einen gegebenen beobachteten Schätzwert θ̂obs das Konfidenzintervall mit
Konfidenzniveau 1 − α − β eingezeichnet.

Man beachte, dass durch Angabe eines Konfidenzniveaus 1−γ das Intervall nicht eindeutig
bestimmt ist, denn es bleibt offen wir γ auf α und β verteilt wird. Sehr oft wird α = β = γ/2
gewählt, wodurch das sogenannte zentrale Konfidenzintervall entsteht.

Nach dem gleichen Verfahren können auch Grenzwerte bestimmt werden. Wegen

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.12)
⇔ P (a(θ̂) ≤ θ) = 1 − α (8.13)

ist a(θ̂) ein unterer Grenzwert für θ, wobei diese Aussage im oben diskutierten Sinne mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1−α richtig ist. Auch hier spricht man vom Konfidenzniveau
1 − α des Grenzwerts. Analog ist b(θ̂) ein oberer Grenzwert für θ mit Konfidenzniveau
1 − β.

Hat man in einer Messung einen Schätzwert θ̂obs beobachtet, so kann man den unteren
Grenzwert a(θ̂obs) auch als denjenigen hypothetischen wahren Wert von θ ansehen, für
den die Wahrscheinlichkeit bei wiederholten Messungen einen Schätzwert θ̂ ≥ θ̂obs zu
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Wir nehmen zunächst an, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und nicht von θ
abhängt. Dann ist schon anschaulich klar, dass sich die Konstruktion des Konfidenzinter-
valls sehr vereinfachen wird. Nehmen wir das zentrale Konfidenzintervall mit Konfidenzni-
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Das Rezept das Intervall [a, b] zu finden, reduziert sich darauf zu lösen 

→ a ist hypothetischer Wert von θ so dass 

→ b ist hypothetischer Wert von θ so dass 

Konfidenzintervalle in der Praxis 
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Construction of confidence belts for exp. pdf 

Beispiel Schätzer für Exponential-WDF  

WDF für den ML-Schätzer = arithmetischer Mittelwert der Lebensdauern 
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Construction of confidence belts for exp. pdf 
n = 20 Messungen 

Beispiel Schätzer für Exponential-WDF  
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Construction of confidence belts for exp. pdf 

Beispiel Schätzer für Exponential-WDF  
Vergleich von KI aus beobachteten Schätzwert ± 1 Standardabweichung 
                           und korrekter Berechnung aus Konfidenzgürtel 

asymptotisch identisch, da WDF für Schätzer gegen Gauss-WDF 
für kleine Stichproben: korrekte KI asymmetrisch u. größer 
KI aus ± 1 Standardabweichung zu kleine Abdeckungswahrscheinlichkeit 
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Zentrale und einseitige Konfidenzintervalle 

Manchmal wird nur α oder β angegeben à einseitiges Intervall 
                                                              (Ausschlussgrenze oder Limit genannt) 

Freiheit: wie γ auf α und β in den rechten u. linken Ausläufern verteilen? 
 
Meistens wird α=β=γ/2 genommen à Abdeckungswkt. 1-γ	


                                                        à zentrales Konfidenzintervall 
 
aber zentrales lntervall bedeutet nicht, dass es symmetrisch um  
Schätzwert ist, i.e. b-θ ≠ θ –a  
 
Es gibt auch:   symmetrische KI:    b - θ = θ –a 
                        kürzeste KI:           minimale Länge von [a,b] 
  
 
Meist Konvention:   CL = 1-γ = 68,3% 
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KI für Gaussverteilte Schätzer 
oft im Grenzfall erfüllt  
(großen Stichprobenumfang, zentraler Grenzwertsatz) 

Annahme: Varianz unabhängig von Parameter  

Formale Berechnung: 

Ergebnis für CL=68.3%: 
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den wahren Wert nicht enthäht. Das Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] heißt Konfidenzintervall und
1 − α − β ist die Überdeckungswahrscheinlichkeit (engl. coverage probability) bzw.
das Konfidenzniveau (engl. confidence level) des Intervalls. Auf der linken Seite von
Abb. 8.1 ist für einen gegebenen beobachteten Schätzwert θ̂obs das Konfidenzintervall mit
Konfidenzniveau 1 − α − β eingezeichnet.

Man beachte, dass durch Angabe eines Konfidenzniveaus 1−γ das Intervall nicht eindeutig
bestimmt ist, denn es bleibt offen wir γ auf α und β verteilt wird. Sehr oft wird α = β = γ/2
gewählt, wodurch das sogenannte zentrale Konfidenzintervall entsteht.

Nach dem gleichen Verfahren können auch Grenzwerte bestimmt werden. Wegen

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.12)
⇔ P (a(θ̂) ≤ θ) = 1 − α (8.13)

ist a(θ̂) ein unterer Grenzwert für θ, wobei diese Aussage im oben diskutierten Sinne mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1−α richtig ist. Auch hier spricht man vom Konfidenzniveau
1 − α des Grenzwerts. Analog ist b(θ̂) ein oberer Grenzwert für θ mit Konfidenzniveau
1 − β.

Hat man in einer Messung einen Schätzwert θ̂obs beobachtet, so kann man den unteren
Grenzwert a(θ̂obs) auch als denjenigen hypothetischen wahren Wert von θ ansehen, für
den die Wahrscheinlichkeit bei wiederholten Messungen einen Schätzwert θ̂ ≥ θ̂obs zu
erhalten, gerade α ist (siehe Abb. 8.1). Die Konstruktion des unteren Grenzwerts kann
man sich also auch so vorstellen, dass man den Grenzwert solange verringert, bis die
Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ gleich oder grösser als den beobachteten zu finden,
nur noch α ist. Ist der wahre Wert von θ tatsächlich noch kleiner als das so bestimmte a,
so war unsere Messung eine statistische Fluktuation zu großen Werten von θ̂, die nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von α vorkommt. In Formeln gefasst bedeutet dies

α =
∫ ∞

θ̂obs

g(θ̂; a)dθ̂ = 1 − G(θ̂obs; a), (8.14)

was man formal aus Gl. 8.2 erhält, indem man θ = a wählt. Aus dieser Formel kann man
ebenfalls α bestimmen. Für die obere Schranke gilt natürlich analoges, insbesondere

β =
∫ θ̂obs

−∞
g(θ̂; b)dθ̂ = G(θ̂obs; b). (8.15)

8.3 Spezialfall Gaußverteilter Schätzer

Ein wichtiger Spezialfall sind gaußverteilte Schätzer, da ML-Schätzer oder generell al-
le Schätzer, die sich als lineare Summe der Meßwerte schreiben lassen (zentraler Grenz-
wertsatz), zumindest asymptotisch (für großen Stichprobenumfang) gaußverteilt sind. Wir
nehmen also jetzt an, dass

g(θ̂; θ) =
1√
2πσ2

θ̂

exp

(
−(θ̂ − θ)2

2σ2
θ̂

)
. (8.16)

Wir nehmen zunächst an, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und nicht von θ
abhängt. Dann ist schon anschaulich klar, dass sich die Konstruktion des Konfidenzinter-
valls sehr vereinfachen wird. Nehmen wir das zentrale Konfidenzintervall mit Konfidenzni-
veau 68.3%. Dieser Prozentsatz der Schätzwerte θ̂ liegen in dem 1σ-Intervall [θ−σθ̂, θ+σθ̂]
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um den wahren Wert θ. Aufgrund der Symmetrie der Gaußverteilung liegt dann aber auch
für 68.3% der Schätzwerte θ̂ der wahre Wert θ in dem Intervall [θ̂ − σθ̂, θ̂ + σθ̂] um den
jeweiligen Schätzwert, welches also das gesuchte Konfidenzintervall ist. Man bekommt es
also einfach, indem man das zum gewünschten Konfidenzniveau gehörende Intervall der
Gaußverteilung um den aus der Messung ermittelten Schätzwert legt. Dies ist der Grund,
warum wir üblicherweise (die Gaußverteilung implizit annehmend) das Ergebnis einer
Messung als

θ = θ̂obs ± σ̂θ̂ (8.17)

angeben.

Etwas formaler wird der Fall gaußverteilter Schätzer wie folgt behandelt. Die kumulative
Verteilung ist

G(θ̂; θ,σθ̂) =
∫ θ̂

−∞

1√
2πσ2

θ̂

exp

(
−(θ̂′ − θ)2

2σ2
θ̂

)
dθ̂′ = Φ

(
θ̂ − θ

σθ̂

)
. (8.18)

Wieder unter der Annahme, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und in einer
Messung der Schätzwert θ̂obs beobachtet wurde, bestimmt sich das Konfidenzintervall nach
Gln. 8.14 und 8.15 zu

α = 1 − G(θ̂obs; a,σθ̂) = 1 − Φ

(
θ̂obs − a

σθ̂

)
(8.19)

β = G(θ̂obs; b,σθ̂) = Φ

(
θ̂obs − b

σθ̂

)
, (8.20)

wobei Φ(x) die in Gl. 2.53 definierte kumulative Gaußverteilung ist. Somit ist (unter
Verwendung der Beziehung Φ−1(β) = −Φ−1(1 − β)

a = θ̂obs − σθ̂Φ
−1(1 − α) (8.21)

b = θ̂obs + σθ̂Φ
−1(1 − β). (8.22)

Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
einschließt, wie es dem gewünschten Konfidenzintervall entspricht. Gleiches gilt für die
Bestimmung einer unteren oder oberen Schranke.

Da die Gaußverteilung so häufig vorkommt, werden Konfidenzintervalle oft für ganzzahlige
gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
Bedeutung.

8.4 Spezialfall Poissonverteilter Schätzer

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind poissonverteilte Schätzer. Wir nehmen an, dass die
Ergebnisse n eines Zählexperiments poissonverteilt sind

f(n;λ) =
λn

n!
exp(−λ). (8.23)
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Gaußverteilung um den aus der Messung ermittelten Schätzwert legt. Dies ist der Grund,
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wobei Φ(x) die in Gl. 2.53 definierte kumulative Gaußverteilung ist. Somit ist (unter
Verwendung der Beziehung Φ−1(β) = −Φ−1(1 − β)

a = θ̂obs − σθ̂Φ
−1(1 − α) (8.21)

b = θ̂obs + σθ̂Φ
−1(1 − β). (8.22)

Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
einschließt, wie es dem gewünschten Konfidenzintervall entspricht. Gleiches gilt für die
Bestimmung einer unteren oder oberen Schranke.

Da die Gaußverteilung so häufig vorkommt, werden Konfidenzintervalle oft für ganzzahlige
gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
Bedeutung.
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Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind poissonverteilte Schätzer. Wir nehmen an, dass die
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um den wahren Wert θ. Aufgrund der Symmetrie der Gaußverteilung liegt dann aber auch
für 68.3% der Schätzwerte θ̂ der wahre Wert θ in dem Intervall [θ̂ − σθ̂, θ̂ + σθ̂] um den
jeweiligen Schätzwert, welches also das gesuchte Konfidenzintervall ist. Man bekommt es
also einfach, indem man das zum gewünschten Konfidenzniveau gehörende Intervall der
Gaußverteilung um den aus der Messung ermittelten Schätzwert legt. Dies ist der Grund,
warum wir üblicherweise (die Gaußverteilung implizit annehmend) das Ergebnis einer
Messung als

θ = θ̂obs ± σ̂θ̂ (8.17)

angeben.
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Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
einschließt, wie es dem gewünschten Konfidenzintervall entspricht. Gleiches gilt für die
Bestimmung einer unteren oder oberen Schranke.
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gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
Bedeutung.

8.4 Spezialfall Poissonverteilter Schätzer

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind poissonverteilte Schätzer. Wir nehmen an, dass die
Ergebnisse n eines Zählexperiments poissonverteilt sind

f(n;λ) =
λn

n!
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Kumulativfuntkion der WDF für den Schätzer:: 

Bestimmungsgleichungen für a und b: 

und deren Lösung für a und b: 
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KI für Gaussverteilte Schätzer 
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Abbildung 8.2: Beziehung zwischen Konfidenzniveau und zentralem (a) und einseitigem
(b) Konfidenzintervall.

Konfidenzniveaus für Intervalle
zentrale einseitige

Φ−1(1 − γ/2) 1 − γ Φ−1(1 − α) 1 − α

1 0.6827 1 0.8413
2 0.9544 2 0.9772
3 0.9973 3 0.9987
4 1 − 6.3 × 10−5

5 1 − 5.7 × 10−7

6 1 − 2.0 × 10−9

Tabelle 8.1: Konfidenzniveaus für zentrale und einseitige Intervalle.

Quantile für Intervalle
zentrale einseitige

1 − γ Φ−1(1 − γ/2) 1 − α Φ−1(1 − α)
0.90 1.645 0.90 1.282
0.95 1.960 0.95 1.645
0.99 2.576 0.99 2.326
0.999 3.29
0.9999 3.89

Tabelle 8.2: Quantile Φ−1 für zentrale und einseitige Intervalle.
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KI aus der Likelihoodfunktion  
Im Grenzfall großen Stichprobenumfangs gilt,  
dass die WDF für die ML-Schätzer einer n-dimensionalen Gauss-WDF mit 
Varianz V folgt: 

definiert eine hyper-ellipsoidale Konfidenzregion 

Wenn  dann  

Die Likelihoodfunktion in der Nähe des Maximums wird zur n-dim. 
Gaussfunktion, die log-Likelihood-Fkt zum  ein Hyperparaboloid: 
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Grenzfall großer Stichproben sind sowohl die Verteilung der Schätzer g(!̂θ; !θ) als auch die
Likelihood-Funktion L(!θ) durch n-dimensionale Gaußfunktionen gegeben:

g(!̂θ; !θ) =
1

(2π)n/2|V |1/2
exp

(
−1

2
Q
(
!̂θ, !θ
))

, (8.44)

L(!θ) = Lmax exp
(
−1

2
Q
(
!θ, !̂θ
))

(8.45)

mit

Q
(
!θ1, !θ2

)
≡ (!θ1 − !θ2)T V −1(!θ1 − !θ2) (8.46)

In beiden Fällen ist V die Kovarianzmatrix der Schätzer. Für gaußverteilte θ̂ folgt Q
(
!̂θ, !θ
)

der Chiquadratverteilung für n Freiheitsgrade (siehe Gl. 7.5). Die Wahrscheinlichkeit für
Q
(
!̂θ, !θ
)
≤ Qγ , d.h. dass der Schätzer !̂θ entsprechend nahe am wahren Wert !θ liegt, ist

∫ Qγ

0 fχ2(z;n)dz. Aufgrund der Symmetrie von Q
(
!θ1, !θ2

)
in seinen beiden Argumenten

impliziert Q
(
!̂θ, !θ
)
≤ Qγ , dass Q

(
!θ, !̂θ
)
≤ Qγ . Wenn wir also, in Analogie zum eindimen-

sionalen Fall, um den beobachteten Schätzwert !̂θobs herum einen Bereich definieren wird
durch die Bedingung Q

(
!θ, !̂θ
)
≤ Qγ , so ist die Wahrscheinlichkeit, dass der wahre Wert !θ

darin liegt, gleich der Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert in dem durch Q
(
!̂θ, !θ
)
≤ Qγ

definierten Bereich um den wahren Wert liegt:

P
(
Q
(
!θ, !̂θ
)
≤ Qγ

)
= P

(
Q
(
!̂θ, !θ
)
≤ Qγ

)
=
∫ Qγ

0
fχ2(z;n)dz. (8.47)

Der durch Q
(
!θ, !̂θ
)
≤ Qγ definierte Bereich ist ein Ellipsoid im n-dimensionalen Parame-

terraum. Er wird Konfidenzbereich genannt. Sein Wahrscheinlichkeitsinhalt, das Kon-
fidenzniveau, wird durch den Wert von Qγ festgelegt. Wird ein Konfidenzniveau von 1−γ
gewünscht, d.h.

1 − γ =
∫ Qγ

0
fχ2(z;n)dz = Fχ2(Qγ ;n), (8.48)

so kann Qγ mit der Inversen der kumulativen Chiquadratverteilung berechnet werden:

Qγ = F−1
χ2 (1 − γ;n). (8.49)

Aufgrund der angenommenen gaußförmigkeit der Likelihood-Funktion kann die Konfidenz-
region auch direkt mit der Likelihood festgelegt werden. Der Konfidenzbereich ist gegeben
durch:

logL(!θ) ≥ logLmax − Qγ

2
. (8.50)

Im Falle gaußverteilter Meßwerte kann der Konfidenzbereich wieder analog durch χ2 de-
finiert werden:

χ2(!θ) ≤ χ2
min + Qγ (8.51)

Auch im mehrdimensionalen Fall kann diese Konstruktion auf den Fall kleiner Stichproben
ausgedehnt werden, wobei dann auch hier die Aussage über den Wahrscheinlichkeitsinhalt
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Approximative KI aus L(θ )  
Das Rezept die Konfidenzregion zum Konfidenz CL = 1-γ  zu finden, lautet 

Für endliche Stichprobe sind dies approximative KI. 

Nicht garantiert, dass Abdeckungswahrscheinlichkeit exakt 1-γ   ist; 
es gibt kein einfaches Theorem welches die Qualität der Näherung beschreibt  
à einziger Ausweg ist die MC-Simulation. 
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Beispiel für approx. KI aus ln L(θ )  
Für n=1 Parameter, CL = 0.683, Qγ = 1. 
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Δln L = ½-Kontur um wahren Wert Δln L = ½-Kontur um Schätzwert 

= 2-dim Konfidenintervall zu CL=39% 

2-Dim Beispiel für KI aus ln L(θ )  
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KI für Poisson-Parameter 
n = Anzahl beobachtere Ereignisse = ML-Schätzer  
Ziel: Konfidenzintervall für λ 

Auf Grund der diskreten Natur der ZV ist 
nich für alle Schätzer       exakt zu erfüllen 
 
Modifikation der Gleichungen für Bestimmung des Konfidenzgürtels: 

Lösen der Bedingungsgleichungen ergibt Intervallgrenzen a und b 

Und damit: 
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um den wahren Wert θ. Aufgrund der Symmetrie der Gaußverteilung liegt dann aber auch
für 68.3% der Schätzwerte θ̂ der wahre Wert θ in dem Intervall [θ̂ − σθ̂, θ̂ + σθ̂] um den
jeweiligen Schätzwert, welches also das gesuchte Konfidenzintervall ist. Man bekommt es
also einfach, indem man das zum gewünschten Konfidenzniveau gehörende Intervall der
Gaußverteilung um den aus der Messung ermittelten Schätzwert legt. Dies ist der Grund,
warum wir üblicherweise (die Gaußverteilung implizit annehmend) das Ergebnis einer
Messung als

θ = θ̂obs ± σ̂θ̂ (8.17)

angeben.

Etwas formaler wird der Fall gaußverteilter Schätzer wie folgt behandelt. Die kumulative
Verteilung ist

G(θ̂; θ,σθ̂) =
∫ θ̂

−∞

1√
2πσ2

θ̂

exp

(
−(θ̂′ − θ)2

2σ2
θ̂

)
dθ̂′ = Φ

(
θ̂ − θ

σθ̂

)
. (8.18)

Wieder unter der Annahme, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und in einer
Messung der Schätzwert θ̂obs beobachtet wurde, bestimmt sich das Konfidenzintervall nach
Gln. 8.14 und 8.15 zu

α = 1 − G(θ̂obs; a,σθ̂) = 1 − Φ

(
θ̂obs − a

σθ̂

)
(8.19)

β = G(θ̂obs; b,σθ̂) = Φ

(
θ̂obs − b

σθ̂

)
, (8.20)

wobei Φ(x) die in Gl. 2.53 definierte kumulative Gaußverteilung ist. Somit ist (unter
Verwendung der Beziehung Φ−1(β) = −Φ−1(1 − β)

a = θ̂obs − σθ̂Φ
−1(1 − α) (8.21)

b = θ̂obs + σθ̂Φ
−1(1 − β). (8.22)

Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
einschließt, wie es dem gewünschten Konfidenzintervall entspricht. Gleiches gilt für die
Bestimmung einer unteren oder oberen Schranke.

Da die Gaußverteilung so häufig vorkommt, werden Konfidenzintervalle oft für ganzzahlige
gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
Bedeutung.

8.4 Spezialfall Poissonverteilter Schätzer

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind poissonverteilte Schätzer. Wir nehmen an, dass die
Ergebnisse n eines Zählexperiments poissonverteilt sind

f(n;λ) =
λn

n!
exp(−λ). (8.23)
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und dass in einer konkrete Messung nobs Ereignisse beobachtet wurden. Der ML-Schätzer
für den Mittelwert der Verteilung ist

λ̂ = nobs (8.24)

Dieser Schätzer folgt also einer Poissonverteilung um den wahren Wert. Wenn wir nun
versuchen, das Konfidenzintervall zu konstruieren, so stellen wir zunächst fest, dass die
Gln. 8.2 nicht direkt angewendet werden können, denn λ̂ nimmt nur ganzzahlige Werte an
und somit ist für gegebenes α die Bedingung α = P (λ̂ ≥ uα(λ)) nur für ganz bestimmte
Werte von λ erfüllbar. Für die anderen Werte von λ fordert man (dies ist eine allgemein
akzeptierte Konvention), dass das Konfidenzband mindestens die durch das gewünsch-
te Konfidenzniveau gegebene Wahrscheinlichkeit beinhaltet. Wir modifizieren demnach
die obige Bedingung zu α ≥ P (λ̂ ≥ uα(λ)), wobei das minimale uα(λ) gewählt wird,
für das die Ungleichung erfüllt ist. Entsprechend für die andere Grenze des Intervalls:
β ≥ P (λ̂ ≤ lβ(λ)) mit maximalem lβ(λ). Die Folge ist, dass die Funktionen uα(λ) und
lβ(λ) nun Stufenfunktionen sind, die dem (hypothetischen) Konfidenzband zum exakten
Konfidenzniveau umschrieben sind und dieses mit den Spitzen der Stufen berühren. Für
(fast) alle wahren Werte von λ ist P (lβ(λ) < λ̂ < uα(λ) > 1 − α − β und folglich enthält
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vention das Konfidenzintervall im Allgemeinen überschätzt. Dies wird in Kauf genommen
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P (λ ≥ a) ≥ 1 − α (8.26)
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Um das Konfidenzintervall zu berechnen get man am einfachsten von den Gln. 8.14 und
8.15 aus, die in diesem Zusammenhang lauten
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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für das die Ungleichung erfüllt ist. Entsprechend für die andere Grenze des Intervalls:
β ≥ P (λ̂ ≤ lβ(λ)) mit maximalem lβ(λ). Die Folge ist, dass die Funktionen uα(λ) und
lβ(λ) nun Stufenfunktionen sind, die dem (hypothetischen) Konfidenzband zum exakten
Konfidenzniveau umschrieben sind und dieses mit den Spitzen der Stufen berühren. Für
(fast) alle wahren Werte von λ ist P (lβ(λ) < λ̂ < uα(λ) > 1 − α − β und folglich enthält
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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Werte von λ erfüllbar. Für die anderen Werte von λ fordert man (dies ist eine allgemein
akzeptierte Konvention), dass das Konfidenzband mindestens die durch das gewünsch-
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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1 − α − β den wahren Wert:

P (a ≤ λ ≤ b) ≥ 1 − α − β (8.25)

Für diskrete Schätzer wird also mit der Neyman’schen Methode und der erwähnten Kon-
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Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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und dass in einer konkrete Messung nobs Ereignisse beobachtet wurden. Der ML-Schätzer
für den Mittelwert der Verteilung ist

λ̂ = nobs (8.24)

Dieser Schätzer folgt also einer Poissonverteilung um den wahren Wert. Wenn wir nun
versuchen, das Konfidenzintervall zu konstruieren, so stellen wir zunächst fest, dass die
Gln. 8.2 nicht direkt angewendet werden können, denn λ̂ nimmt nur ganzzahlige Werte an
und somit ist für gegebenes α die Bedingung α = P (λ̂ ≥ uα(λ)) nur für ganz bestimmte
Werte von λ erfüllbar. Für die anderen Werte von λ fordert man (dies ist eine allgemein
akzeptierte Konvention), dass das Konfidenzband mindestens die durch das gewünsch-
te Konfidenzniveau gegebene Wahrscheinlichkeit beinhaltet. Wir modifizieren demnach
die obige Bedingung zu α ≥ P (λ̂ ≥ uα(λ)), wobei das minimale uα(λ) gewählt wird,
für das die Ungleichung erfüllt ist. Entsprechend für die andere Grenze des Intervalls:
β ≥ P (λ̂ ≤ lβ(λ)) mit maximalem lβ(λ). Die Folge ist, dass die Funktionen uα(λ) und
lβ(λ) nun Stufenfunktionen sind, die dem (hypothetischen) Konfidenzband zum exakten
Konfidenzniveau umschrieben sind und dieses mit den Spitzen der Stufen berühren. Für
(fast) alle wahren Werte von λ ist P (lβ(λ) < λ̂ < uα(λ) > 1 − α − β und folglich enthält
das für diese λ̂ berechnete Konfidenzintervall häufiger als mit einer Wahrscheinlichkeit
1 − α − β den wahren Wert:

P (a ≤ λ ≤ b) ≥ 1 − α − β (8.25)

Für diskrete Schätzer wird also mit der Neyman’schen Methode und der erwähnten Kon-
vention das Konfidenzintervall im Allgemeinen überschätzt. Dies wird in Kauf genommen
um sicherzustellen, dass das Intervall in keinem Fall unterschätzt wird. Gleiches gilt für
die ermittelten einseitigen Konfidenzintervalle

P (λ ≥ a) ≥ 1 − α (8.26)
P (λ ≤ b) ≥ 1 − β. (8.27)

Um das Konfidenzintervall zu berechnen get man am einfachsten von den Gln. 8.14 und
8.15 aus, die in diesem Zusammenhang lauten

α = P (λ̂ ≥ λ̂obs; a), (8.28)
β = P (λ̂ ≤ λ̂obs; b). (8.29)

Im Fall des poissonverteilten Schätzers ergibt sich damit

α =
∞∑

n=nobs

f(n; a) = 1 −
nobs−1∑

n=0

f(n; a) = 1 −
nobs−1∑

n=0

an

n!
e−a, (8.30)

β =
nobs∑

n=0

f(n; b) =
nobs∑

n=0

bn

n!
e−b. (8.31)

Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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te Konfidenzniveau gegebene Wahrscheinlichkeit beinhaltet. Wir modifizieren demnach
die obige Bedingung zu α ≥ P (λ̂ ≥ uα(λ)), wobei das minimale uα(λ) gewählt wird,
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Für diskrete Schätzer wird also mit der Neyman’schen Methode und der erwähnten Kon-
vention das Konfidenzintervall im Allgemeinen überschätzt. Dies wird in Kauf genommen
um sicherzustellen, dass das Intervall in keinem Fall unterschätzt wird. Gleiches gilt für
die ermittelten einseitigen Konfidenzintervalle

P (λ ≥ a) ≥ 1 − α (8.26)
P (λ ≤ b) ≥ 1 − β. (8.27)

Um das Konfidenzintervall zu berechnen get man am einfachsten von den Gln. 8.14 und
8.15 aus, die in diesem Zusammenhang lauten

α = P (λ̂ ≥ λ̂obs; a), (8.28)
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.
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KI für Poisson-Parameter 
Falls kein Ereignis beobachtet wird ergibt sich nur obere Grenze: 

Die Grenzen ergeben sich aus der kummulativen Chi-Quadrat-WDF zu: 

für CL=95% damit: 
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Falls in der Messung kein Ereignis beobachtet wurde (nobs = 0), dann kann keine untere
Schranke angegeben werden. Für die obere Schranke ergibt sich

β = e−b =⇒ b = − log β (8.32)

Es ist üblich, für eine obere Schranke ein Konfidenzniveau von 95% zu wählen. Dann ist
b = − log(0.05) = 2.996 ≈ 3.

Für allgemeinen Fall nutze Beziehung zwischen Poisson-WDF u. Chi2-WDF 
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untere Schranke a obere Schranke b

α = 0.1 α = 0.05 β = 0.1 β = 0.05
nobs CL = 90% CL = 95% CL = 90% CL = 95%
0 - - 2.30 3.00
1 0.105 0.051 3.89 4.74
2 0.532 0.355 5.32 6.30
3 1.10 0.818 6.68 7.75
4 1.74 1.37 7.99 9.15
5 2.43 1.97 9.27 10.51
6 3.15 2.61 10.53 11.84
7 3.89 3.29 11.77 13.15
8 4.66 3.98 12.99 14.43
9 5.43 4.70 14.21 15.71
10 6.22 5.43 15.41 16.96

Tabelle 8.3: Untere und obere Schranke für den Mittelwert einer Poissonverteilung bei nobs

beobachteten Ereignissen und dem angegebenen Konfidenzniveau.

Um obige Gleichungen allgemein für gegebene Werte von α und β sowie eine beobachtete
Anzahl nobs nach a und b aufzulösen, kann man den folgenden Zusammenhang zwischen
der Poisson- und der Chiquadratverteilung fχ2 verwenden:

nobs∑

n=0

λn

n!
e−λ =

∫ ∞

2λ
fχ2(z;ndof = 2(nobs + 1))dz (8.33)

= 1 − Fχ2(2λ;ndof = 2(nobs + 1)), (8.34)

ndof die Zahl der Freiheitsgrade und Fχ2 die kumulative Chiquadratverteilung ist. Damit
findet man das Konfidenzintervall

a =
1
2
F−1

χ2 (α;ndof = 2nobs), (8.35)

b =
1
2
F−1

χ2 (1 − β;ndof = 2(nobs + 1)). (8.36)

(8.37)

In Tabelle 8.3 findet man die Grenzen des Konfidenzintervalls für nobs = 0, 1, ..., 10.

8.5 Allgemeiner Fall eines ML-Schätzers

Eindimensionaler Fall

Für den allgemeinen Fall eines beliebigen ML-Schätzers hatten wir in Abschnitt 6.2 ge-
sehen, dass für großen Stichprobenumfang zum einen die Verteilung der ML-Schätzer
gaußförmig wird und zum anderen auch die Likelihood-Funktion selbst sich einer Gauß-
funktion annähert, deren Varianz gerade gleich der Varianz des ML-Schätzers ist. Dies
hatten wir in Abschnitt 6.3 verwendet, um aus der Form der Likelihood-Funktion die
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Grenzen für Poisson-Parameter mit Untergrund 

Betrachte wieder den Fall, dass wir n = ns + nb Ereignisse beobachten 

nb Ereignisse aus bekannten Prozessen  (Untergrund) 
ns  Ereignisse aus einem neuen Prozess  (Signal) 

sind Poisson-ZV mit Mittelwerten  s, b, und daher folgt  n = ns + nb 
ebenfalls einer Poisson-WDF mit Mittelwert = s + b.  Annahme b bekannt. 

Annahme: wir suchen nach Evidenz für den Signalprozess.  
aber die Anzahl der beobachteten Ereignisse ist in etwa gleich der 
Anzahl der Ereignisse, die wir von Untergrundereignissen erwarten 
z.B. Untergrunderwartung b=4.6, nobs = 5 Ereignisse. 

→  setze einer obere Grenze auf den Parameter s. 

Der Hinweis  für die Anwesenheit von Signalereignissen ist nicht  
statistisch signifkant, 
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Finde den hypothetischen Wert von s, so dass es eine kleine 
Wahrscheinlichkeit gibt, z.B. γ = 0.05, so wenige Ereignisse zu finden 
wie wir beobachten haben oder weniger: 

Löse die Bedingung numerisch für s = sup, dies ergibt die obere  
Ausschlussgrenze für s zu einem Vetrauensniveau1-γ. 

Beispiel:  nimm an b = 0 und wír beobachten nobs = 0.  Für 1-γ = 0.95, 

→ 

Grenzen für Poisson-Parameter mit Untergrund 
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Um slo, sup ,zu bestimmen, können wir die Beziehung zur  χ2 –WDF nutzen: 

Quantile der χ2-WDF 

Für statistische Fluktuation  
der Anzahl beobachteter Ereignisse 
nach unten im Vergleich zur  
Untergrunderwartung kann dies ein 
negatives Ergebnis für sup liefern;  
i.e. das Konfidenzintervall im  
phys. sinnvollen Bereich ist leer 

Berechnung von Poisson-Limits 
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Limits nahe der Physikalischen Grenze 

Annahme z.B. b = 2.5 und wir beobachten n = 0.   
Wenn wir das CL = 0.9 wählen, find wir aus der Formel für  sup 

Physiker (eventuell):   
 Wir wissen bereits dass s ≥ 0 gilt bevor wir gemessen haben;  

             wir können kein negatives oberes Limit angeben um das 
             Ergebnis unseres teuren Experimentes zu präsentieren!  
 
Statistiker (Frequentist): 

 Das Intervall ist so konstruiert, dass es den wahren Wert nur in 
             90% der Fälle abdeckt — dies war eben einer von den 10%  
            anderen Fällen. 

Keine außergewöhnliche Situation, wenn Grenzwert/Ausschlussgrenze für 
Parameter nahe am physikalisch sinnvollen Bereich liegt 
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Erwartetes Limit für s=0 

Physiker:  Ich hätte CL = 0.95 verwenden sollen,  dann  sup = 0.496 

Oder besser noch:  für CL = 0.917923 erhält man  sup = 10-4 ! 

einfacher Vernünftigkeitstest:  für b = 2.5, typische Poisson-Fluktuation  
in n ist mindestens √2.5 = 1.6.  Wie kann das Limit so klein sein?  

Betrachte den Modalwert der Limits 
für die Hypothese “Nur-Untergrund” 
(s = 0) à erwartete Sensitivität 

Verteilung der 95% CL-Llimits 
für b = 2.5, s = 0. 
Mittelwert = 4.44 
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Bayesianische Glaubwürdigkeitsintervalle 

In der Bayesianischen Statistik benötigen wir eine A-Priori  WDF π(θ).  
Diese reflektiert unseren Grad an Glauben über den Parameter θ  
bevor wir das Experiment durchführen. 
 
Bayes Theorem sagt uns wir unserem “Glauben”  im Licht der Daten/ 
Messung abändern sollen: 

Integriere  Posterior-WDF p(θ | x) um das Glaubwürdigkeitsintervall mit 
beliebigem Wahrscheinlichkeitsinhalt zu erhalten.  
 
Z.B. erhalten wir  für einen Poisson-Parameter s die obere Grenze  
zu 95% CL aus der Gleichung: 

Für Bayesianer steckt alle Information in der Likelihoodfunktion aus  
der aktuellen Messung. Die Wiederholbarkeit ist für ihn irrelevant.  
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A-Priori-WDF für Poisson-Parameter 
Berücksichtige unsere Kenntnis, dass  s ≥0 sein muss, durch A-Priori-
WDF π(s) = 0 for s<0. Oft wird versucht dadurch die A-Priori-Unkenntnis/
Ignoranz  zu  beschreiben, z.B 

Diese WDF ist nicht korrekt normiert, aber das ist in Ordnung so lange  
die Likelihoodfunktion für große Werte von s verschwindet. 
 
Die WDF ist nicht invariant unter Transformation des Parameters. 
Wenn wir eine gleichförmige Verteilung in der Masse eines neuen  
Teilchens verwendet hätten, dessen Produktionsrate mit der Masse abfällt, 
dann wäre das eine nicht gleichförmige WDF in der Anzahl der  
erwarteten Signalereignisse. 
 
Der obige Ansatz reflektiert nicht wirklich einen vernünftigen Ansatz für 
unseren Grad an Glauben, aber wird dennoch oft als Referenzpunkt  
verwendet. Oder wird als Rezept für Bildung von KI angesehen, dessen  
frequentistische Eigenschaften untersucht werden können  
(Abdeckungswahrscheinlichkeit abhängig von wahrem s) 
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Lectures on Statistical Data Analysis  

Bay. KI mit gleichförmiger A-Priori-WDF für s  
Löse das Problem numerisch um die obere Grenze sup zu bestimmen. 
 
 
 
Für den Spezialfall b = 0, ist die Bayesianische obere Ausschlussgrenze 
mit flacher A-Priori-WDF in s numerisch äquivalent zu klassischen  
frequentistischen Limits.  

Für andere b-Werte ist das 
Bayesianische Limit immer 
größer als das klassische  
(“konservativ”). D.h. Abdeckungswkt.  
größer als angegebenes CL 
 
Niemals negative obere Grenzen 
bzw. leere Konfidenzinervalle 
Unabhängig von b wenn n=0.  
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or limit; one may choose, for example, first to communicate the result with a confidence
interval having certain frequentist properties, and then in addition to draw conclusions
about a parameter using Bayesian statistics. It is recommended, however, that there be a
clear separation between these two aspects of reporting a result. In the remainder of this
section, we assess the extent to which various types of intervals achieve the goals stated
here.

33.3.1. Bayesian intervals :
As described in Sec. 33.1.4, a Bayesian posterior probability may be used to determine

regions that will have a given probability of containing the true value of a parameter.
In the single parameter case, for example, an interval (called a Bayesian or credible
interval) [θlo, θup] can be determined which contains a given fraction 1−α of the posterior
probability, i.e.,

1 − α =
∫ θup

θlo

p(θ|x) dθ . (33.41)

Sometimes an upper or lower limit is desired, i.e., θlo can be set to zero or θup to infinity.
In other cases, one might choose θlo and θup such that p(θ|x) is higher everywhere inside
the interval than outside; these are called highest posterior density (HPD) intervals. Note
that HPD intervals are not invariant under a nonlinear transformation of the parameter.

If a parameter is constrained to be non-negative, then the prior p.d.f. can simply be
set to zero for negative values. An important example is the case of a Poisson variable n,
which counts signal events with unknown mean s, as well as background with mean b,
assumed known. For the signal mean s, one often uses the prior

π(s) =
{

0 s < 0
1 s ≥ 0 . (33.42)

This prior is regarded as providing an interval whose frequentist properties can be studied,
rather than as representing a degree of belief. In the absence of a clear discovery, (e.g., if
n = 0 or if in any case n is compatible with the expected background), one usually wishes
to place an upper limit on s (see, however, Sec. 33.3.2.6 on “flip-flopping” concerning
frequentist coverage). Using the likelihood function for Poisson distributed n,

L(n|s) =
(s + b)n

n!
e−(s+b) , (33.43)

along with the prior (33.42) in (33.24) gives the posterior density for s. An upper limit
sup at confidence level (or here, rather, credibility level) 1 − α can be obtained by
requiring

1 − α =
∫ sup

−∞
p(s|n)ds =

∫ sup
−∞ L(n|s) π(s) ds

∫ ∞
−∞ L(n|s) π(s) ds

, (33.44)

where the lower limit of integration is effectively zero because of the cut-off in π(s). By
relating the integrals in Eq. (33.44) to incomplete gamma functions, the equation reduces
to

α = e−sup

∑n
m=0(sup + b)m/m!∑n

m=0 bm/m!
. (33.45)
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Klassisches Limit Bayesianisches  Limit 

Obere Grenze immer  
größer oder gleich „3“  

Obere Grenze kann  „0“ sein  
z:b:  0 beobachtet für b=3 

Vgl. Klassiche und Bayesianische Grenze (CL=95%) 
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Limit close to physical boundary 
Vergleich verschiedener Grenzen: Gauss-WDF 

Annahme:  WDF für Schätzer ist Standardgauss. i.e. mit Varianz=1  
                   physikalischer Bereich für Schätzer θ ≥ 0. 

Weitere Möglichkeit für  θobs <0: setze Schätzer auf θ=0 
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Das Flip-Flop-Problem für frequentische KI 
Im Prinzip vor Messung festlegen, ob man einseitige oder zweiseitige  
Konfidenzintervalle bestimmen wird. 

Annahme: Parameter = 0 ohne neue Physik 
  

In der Praxis oft:  wenn zweiseitiges 95%-KI die Null nicht enthält, 

                            dann wird zweiseitiges KI zu 68% CL angegeben,  
                            sonst wird obere Grenze zu 95% CL angegeben. 

 
Problem: Abdeckungswahrscheinlichkeit wird für bestimmte Werte des 

               wahren Parameters kleiner als das angegebene Konfidenzniveau 

 
Lösung:  sogenannter “Unified Approach”/Cousins-Feldman-Intervalle 

Neuentdeckt für HEP in 1998. Basiert auf Likelihoodquotienten. 
Details im nächsten Semester 
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Zusammenfassung Konfidenzintervalle 
Im Grenzfall großer Stichproben und nicht in der Nähe von  physikalischer 
Grenze ist “±1 Standardabweichung” alles was  braucht für 1-dim. 
Konfidenzintervalle zu 68% CL. 
Frequentistische Konfidenzintervalle: 

    Komplizierte Konstruktion! Intervall ist Zufallsvariable die den wahren Wert    
    mit festgesetzter Wkt bei Wiederholung der Messung beinhaltet. 

    Kann aus Invertierung eines Hypothesentests gewonnen werden; 
    übriggebliebene Freiheit ist, welchen Test man wählt.  

    Log-Likelihood-Funtion kann verwendet werden um approximative   
    Konfidenzintervalle zu bestimmen (in 1- oder mehr Dimensionen) 

    Flip-Flop-Problem und leere Intervalle: durch Likelihoodquotienten lösbar   

Bayesianisches Konfidenzintervalle:   

    Konzeptuell einfach: einfach nur Posterior-WDF integrieren. 
    Verlangt aber die Wahl einer A-Priori-WDF. Keine leeren Intervalle  
    Abdeckung nicht festgelegt durch Konstruktion, aber nicht Ziel der Methode. 
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