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n  Erkenntnisgewinn in den “exakten” Wissenschaften basiert auf   
    Wechselspiel von Theorie (Modellbildung) und  
                                 Experiment (Messungen und Datenanalyse)  
 
n  Verbindung: quantitative Interpretation mit statistischen Methoden 

n  Modellbildung in der Theorie: 
    - Objekte die beschrieben werden (bekannte und hypothetisch postulierte) 
      Gibt es weitere unbekannte bzw. unentdeckte Objekte?  
    - Gesetzmäßigkeiten/ Verteilungen abhängig von Parametern  
      Stimmen die Gesetze?  
      Brauchen wir neue Gesetze oder Erweiterungen der bekannten?  
      Welche Werte haben die Parameter und wie genau kennen wir diese? 
 

Motivation 
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n  Darstellung und Beschreibung der Daten 
n  Bestimmung des “besten” Wertes für einen unbekannten Parameter 
n  Bestimmung eines Intervalls oder von Grenzen, innerhalb der unbekannte 
    Parameter mit einer gewissen Konfidenz liegen sollten 
n  Quantifizierung der Übereinstimmung zwischen Messdaten und Modellen 
    (zwischen verschiedenen Datensätzen) 
n  Vergleich mehrerer Hypothesen bzgl. der Übereinstimmung mit den Daten 
n  Treffen von Entscheidungen auf der Grundlage der Messdaten 

Aufgaben der statistischen Datenanalyse 
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Aufgaben der stat. Datenanalyse
Darstellung und Beschreibung der Daten  

Bestimmung  des  „besten“  Wertes    für  einen  unbekannten  Parameter

Bestimmung eines Intervalls oder von Grenzen innerhalb der ein 

unbekannter Parameter mit einer gewisser Konfidenz liegen sollte 

Quantifizierung der Übereinstimmung zwischen Messdaten und Modell

(zwischen verschiedenen Messdatensätzen)

Vergleich mehrerer Hypothesen bzgl. Übereinstimmung mit den Daten

Entscheiden auf der Grundlage von Daten

richtige und wichtige Fragen stellen 

Ergebnisse kritisch hinterfragen

bei Interpretation Annahmen und Methode

klar erklären 

n  richtige und wichtige Fragen stellen 
n  Ergebnisse kritisch hinterfragen 
n  bei Interpretation Annahmen und    
    Methoden klar darstellen 
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Beispiele 
Bestimmung von Parametern 
 
Streuhäufigkeiten: x = cosθ	


dσ/d x = (1 + a x + b x2) 
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Figure 15: Observed differential cross-sections as a function of cos θ for the process e+e− → µ+µ−

at the three centre-of-mass energies in the 1993–1995 data. Corrections have been applied for ineffi-
ciency and background. Only statistical errors are shown, bin-by-bin systematic uncertainties are not
included. The curves correspond to fits to a simple parametrisation of the form a(1 + cos2 θ)+ b cos θ.
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Hypothesentest: 
 
Suche nach neuen Teilchen 
 
Gibt es ein Higgs-Signal 
oder nur den Untergund?  
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Abbildung 1: (e+e− → µ+µ−): Kinematik im Schwerpunktsystem

3 Der Prozeß (e+e− → µ+µ−)

Ziel der nachstehenden Ausführungen ist die theoretische Berechnung des Wir-
kungsquerschnittes für den Prozeß (e+e− → µ+µ−). In Abb. ist die Kinematik
im Schwerpunktsystem zkizziert. Die Ableitung erfolgt hier im wesentlichen in
zwei Schritten:

1. Die störungstheoretische Entwicklung der Streumatrix S in niedrigster
Ordnung. Dieser Schritt kann bei Kenntnis des zugehörigen (und leicht
anzugebenen, s.u.) Feynmangraphen übersprungen werden. Ich werde hier
aber den entsprechenden Term sukzessive aus der allgemeinen S-Matrix
extrahieren.

2. Die Berechnung der Feynmanamplitude M sowie des entsprechenden Be-
tragsquadrates |M|2. Damit läßt sich dann der (|M|2 zu proportionale)
differentielle Streuquerschnitt im Schwerpunktsystem direkt angeben.

3.1 Die Entwicklung der Streumatrix S

Zentraler Ausgangspunkt der Störungsrechnung im Rahmen der Qutenelektro-
dynamik ist die Streumatrix

S =
∞∑

n=0

(−i)n

n!

∫
...

∫
d4x1...d

4xnT {HW (x1)...HW (xn)} . (6)
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Bsp: Theorie = Poissonverteilung mit Mittelwert 10 
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Bsp.: Theorie = Poissonverteilung mit Mittelwert 10 

n  Modell: Zählrate folgt  
     Poissonverteilung  
    mit  unbekanntem Mittelwert 
 
 
n  Theorie sagt Verteilung der Zählrate  
    f(n;Mittelwert)  vorher  
 
 
n  Messung  = Stichprobe von  
    m Zählraten 
 
n  Quantifizierung der Übereinstimmung  
    zwischen Modell (Poisson) und  
    Stichprobe und Modellen 
    
n  Bestimmung eines Schätzwertes für  
    den Mittelwert und dessen Fehler  
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Der Begriff der Wahrscheinlichkeit   

In den Naturwissenschaften gibt es verschiedene Elemente der Unsicherheit: 
 
Unsicherheit:  Ausgang eines Experimentes/Messung  
                       unvorhersagbar bei Wiederholung   
 
Gründe: die Theorie ist nicht deterministisch z. B. Quantenmechanik,  
     
               zufällige Messfehler  (Messapparatur, Experimentator/Beobachter) 

                                                  anwesend auch ohne Quanteneffekte    
 

              Randbedingungen, die man im Prinzip kennen könnte,  

              aber  es nicht tut, z.B. durch Begrenzungen an Zeit, Geld, ... 
 
Wir können diese Unsicherheit durch das Konzept der  
WAHRSCHEINLICHKEIT quantifizieren 
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Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit 
Betrachte Menge S (Grundgesamtheit) mit Untermengen A, B, ... 
Ordne jeder Teilmenge eine Zahl P zwischen 0 und 1 zu, so dass gilt: 

Kolmogorov 
Axiome (1933) 

Aus diesen Axiomen können wir  
weitere Eigenschaften ableiten 
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Bedingte Wahrscheinlichkeit 
Wir definieren weiterhin die bedingte Wahrscheinlichkeit:  

A gegeben B (mit P(B) ≠ 0 )): 

z.B. Würfeln:: 

Wenn Teilmengen A, B unbabhängig,dann gilt if: 

If A, B independent, 

Nicht zu verwechseln mit disjunkten Teilmengen: i.e.   

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten erfüllen Kolomogorov-Axiome 
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Das Theorem von Bayes 
Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit erhalten wir 

und 

but , so Bayes-Theorem 

Erstmals publiziert (posthum) durch den 
Reverend Thomas Bayes (1702−1761) 

An essay towards solving a problem in the 
doctrine of chances, Philos. Trans. R. Soc. 53 
(1763) 370; Reprint in Biometrika, 45 (1958) 293. 
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Das Gesetz der Gesamtwahrscheinlichkeit 

Betrachte eine Untermenge B   
der Grundgesamtheit S, 

B ∩ Ai 

Ai 

B 

S Die in disjunkte Untermengen Ai 
zerlegt ist, so dass gilt ∪i Ai = S, 

→ 

→ 

→ Gesetz der Gesamtwkt. 

Bayes-Theorem wird zu 
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Ein Beispiel zur Anwendung von Bayes-Theorem 

Annahme: die Wahrscheinlichkeit (für jeden) AIDS zu haben ist: 

← A-Priori-Wahrscheinlichkeiten, i.e. 
    bevor ein Test durchgeführt wurde 

Betrachte einen AIDS-Test:  Ergebnis ist + or - 

←  Wahrscheinlichkeiten dafür, eine  
     infizierte Person (in-)korrekt  
     zu identifizieren 

Nehmen Sie an, dass Ihr Ergebnis  “+” ist.   
Wie beunruhigt sollten Sie sein? 

←  Wahrscheinlichkeiten dafür, eine  
     nicht infizierte Person (in-)korrekt  
     zu identifizieren 
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Ein Beispiel zum Bayes-Theorem (Fortsetzung) 
Die Wahrscheinlichkeit AIDS zu haben, wenn der Test “+” ist, ergibt sich zu  

i.e. “wahrscheinlich” sind Sie nicht erkrankt ! 
Ihre Sichtweise:  mein Grad an Glaube, dass ich AIDS habe ist 3.2%  

Die Sichtweise ihres Artzes:  3.2% von Leuten unter diesen       
                                              Bedingungen haben AIDS 

← Posterior-Wahrscheinlichkeit 

Erstaunliches Ergebnis? à Deshalb oft B-Probe bei solchen Tests 
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Interpretation der Wahrscheinlichkeit 

Bisher nur axiomatische Definition. Nicht hilfreich in der Anwendung. 
 
Wir brauchen:  
       - was sind die Elemente der Menge? 
       - wie ordnen wir diesen die Wahrscheinlichkeitswerte zu? 

 
2 Schulen:  
a)  Frequentisten / Klassische Wahrscheinlichkeit 
b)  Bayesianer    /  Subjektive Wahrscheinlichkeit 

Bemerkung: Bayes-Theorem gilt in beiden und wird von  
                     beiden benutzt.  
                     Aber die Interpretation ist unterschiedlich. 
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Frequentistische Definition/Interpretation  

Wahrscheinlichkeit = Grenzfall der relativen Häufigkeit  

Grundgesamtheit S = alle mögliche Ergebnisse eines Experimentes, 
                                   das hypothetisch wiederholbar ist 
         
Untermengen/Ereignis A, B, = Messung liefert Ergebnis, dass im  
                                                 Wertebereich von A bzw. B liegt...  
 
Elementarereignis: Menge mit einem Element 

16 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Beispiel 1.2: Wir betrachten die Messung einer Winkelverteilung in einem Streuexperiment. Die
Verteilung der wahren Winkel wird in Bins unterteilt und die Untermenge Ai ist die Menge aller
Streuereignisse, in denen der wahre Winkel im Bin i liegt. Der jeweils gemessene Winkel weicht auf-
grund des Meßfehlers vom wahren Winkel ab. Auch die Verteilung der gemessenen Winkel wird in
Bins unterteilt und die Untermenge Bj ist die Menge aller Streuereignisse, in denen der gemessene
Winkel im Bin j liegt. Nun würden wir gerne aus der gemessenen die wahre Winkelverteilung rekon-
struieren. Dies ist ein typischen Entfaltungsproblem und wird in Kapitel 10 ausführlich behandelt.
Gl. 1.14 kann folgendermaßen zur Lösung dieses Problems angewendet werden. Wir nehmen eine
hypothetische wahre Verteilung Ai an und schätzen mit Hilfe eines Modells für den Meßprozeß für
jedes Bin Ai ab, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Ereignis, das in Ai liegt, in Bin Bj gemes-
sen wird: P (Bj |Ai). Die bedingten Wahrscheinlichkeiten P (Bj |Ai) hängen im Gegensatz zu den
P (Ai|Bj) (kaum) von der wahren Verteilung ab. Dieser Unterschied ist wichtig, denn wir wollen
nun die wahre Verteilung iterativ aus der gemessenen Verteilung ableiten. Duch Verwendung der
P (Bj |Ai) brauchen wir dabei diese Faktoren nicht in jedem Schritt neu zu bestimmen. Mit Gl. 1.13
und Gl. 1.14 schreiben wir

Pn+1(Ai) =
∑

j

P (Ai|Bj)P (Bj) (1.15)

=
∑

j

[
P (Bj |Ai)Pn(Ai)∑
k P (Bj |Ak)Pn(Ak)

]
P (Bj). (1.16)

Ausgehend von der hypothetischen Verteilung P0(Ai) erhalten wir mit den gemessenen Daten
P (Bj) eine neue “wahre Verteilung” P1(Ai). Nach einigen Iterationen dieser Prozedur konvergieren
die Werte Pn(Ai) in der Regel und die zu den gemessenen Daten passende wahre Verteilung ist
gefunden. (In Kapitel 10 werden wir sehen, dass diese Prozedur manchmal zu ganz unerwarteten
Resultaten führt).

Die Kolmogorov-Axiome liefern eine mathematische Definition von Wahrscheinlichkeit und
erlauben, eine Vielzahl nützlicher Eigenschaften von Wahrscheinlichkeiten abzuleiten. Sie
sagen jedoch nichts darüber aus, wie der abstrakte Begriff der Wahrscheinlichkeit zu in-
terpretieren ist, d.h. was die Elemente von S sind und wie ihnen eine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet wird. Hier gibt es in der Tat verschiedene Möglichkeiten. In der Datenanalyse
werden im Wesentlichen zwei Ansätze verfolgt, die im Folgenden beschrieben werden.

1.2.1 Wahrscheinlichkeit als Häufigkeit

Eine weitverbreitete Interpretation betrachtet als Wahrscheinlichkeit die relative Häufig-
keit eines Ereignisses im Grenzwert beliebig vieler Wiederholungen einer Messung. Dies
ist insbesondere die Wahrscheinlichkeitsdefinition der Quantenmechanik und der statisti-
schen Physik. Die Elemente des Stichprobenraumes S sind die möglichen Ergebnisse einer
Messung und man definiert

P (A) = lim
n→∞

Anzahl der Ergebnisse A in n Messungen
n

(1.17)

Die so definierten Zahlen P (A) erfüllen die Kolmogorov-Axiome und stellen somit Wahr-
scheinlichkeiten dar. Die Schwierigkeit dieser Definition liegt in dem zu bildenden Grenz-
wert beliebig vieler Messungen. Von sehr einfachen Fällen abgesehen, in denen aus Symme-
triegründen das Ergebnis dieses Grenzwertes gegeben ist (z. B. bei einem idealen Würfel),
können diese Wahrscheinlichkeiten, die feste aber unbekannte Zahlen sind, bei einer endli-
chen Anzahl Messungen immer nur mit einer endlichen Präzision bestimmt werden. Mithin
besteht eine der grundlegenden Aufgaben der auf dieser Häufigkeitsdefinition basie-
renden Statistik darin, diese Wahrscheinlichkeiten mit einer endlichen Menge an Daten
abzuschätzen und sich über die Unsicherheit dieser Abschätzung klar zu werden.
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Frequentistische Statistik: generelle Philosophie  

In frequentistischer Statistik, werden Wahrscheinlichkeiten nur Daten 
zugeordnet, i.e.  Ergebnissen von wiederholbaren Beobachtungen  

  
Wahrscheinlicheit = Grenzfall der relativen Häufigkeit  
Wahrscheinlichkeit für 

       P (Higgs boson existiert),  
       P (9.81 m/s2 < g < 9.82m/s2) 
       P(morgen 7.7 2012 regnet es in Freiburg)  

sind entweder 0 or 1, aber wir wissen nicht welche. 

Die Werkzeuge der frequentistischen Statistik sagen uns, was wir zu 
erwarten haben, unter der Annahme über gewisse Wahrscheinlichkeiten, 
über hypothetisch wiederholbare Beobachtungen. 

Die bevorzugten Theorien (Modelle, Hypothesen, …) sind die 
jenigen, für die unsere Beobachtungen  als “normal” betrachtet 
werden. 
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Bayessianische Interpretation/Definition  
Grundgesamtheit S = Menge der Hypothesen  
 
Untermengen A,B = eine oder mehrere Hypothesen (exklusive, d.h.  
                                 sich auschließende Aussagen,  
                                 die wahr oder falsch sind) 

Zuordnung der Wahrscheinlichkeiten im Prinzip beliebig 
 
Kann Wahrscheinlichkeiten beliebigen Aussagen zuordnen 
z.B. P(morgen 7.7 .2011 regnet es in Freiburg) = 0.95 
 
Umfasst frequentistische Def. “Ereignis tritt mit XY% Häufigkeit auf”. 

Wahrscheinlichkeit = Grad des Glaubens (Zuversicht),  
                                  dass Hypothese A wahr ist 
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Bayesianische Statistik: Generelle Philospohie 
In Bayesianischer Statistik: weise “subjektive Wahrscheinlichkeit”  
= “Grad des Glaubens” den verschiedenen Hypothesen zu: 

Posterior-Wkt., i.e. nach  
Auswertung der Daten  

A-Priori-Wkt., i.e.  
vor der Datennahme 

Wkt. solche Daten zu beobachten unter  
der Annahme der Hypothese H (the likelihood) 

Normierung beinhaltet Summe  
über alle möglichen Hypothesen 

Bayes-Theorem hat einen “wenn-dann”-Charakter:   
Wenn Ihre A-Priori-Wkt π (H) wären, dann sagt es Ihnen wie diese  
Wkt. sich im Licht der Beobachtung/Daten ändern. 
 
Keine generelle Regel für Wahl der A-Priori-Wkt! àSubjektiv! 
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Bemerkung zu den zwei Schulen 

Subjektivität in der Annahme der A-Priori-Wahrscheinlichkeit in  
der Bayesianischen Schule erscheint vielen als nicht “wissenschaftlich”. 
Das ist falsch! Aber Abhängigkeit von A-Priori-Wahrscheinlichkeiten 
enthält gewisse Beliebigkeit. 
 
Häufige Annahme: flach=gleichverteilt 
Aber in welcher Größe?  
z.B. Erkrankung unabhängig vom Alter oder proportional zum Alter? 
 
 
In Physik (Naturwissenschaften) frequentische Interpretation  
oft nützlicher, aber subjektive Wahrscheinlichkeit kann eine  
“natürlichere” Behandlung nicht wiederholbarer Messungen/  
sich nicht wiederholender Phänomene liefern:   
z.B. - systematische Fehler 
       - Wahrscheinlichkeit, dass ein neues Phänomen existiert, … 
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Zufallsvariablen und Wkt.dichteverteilungen 
Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine numerische Charakeristik,  
die einem Element der Grundgesamtheit zugeordnet wird.                                    
ZV können diskret oder kontinuierlich sein.  
 
Annahme: das Ergebnis eines Experimentes ist kontinuierliche ZV  x  
Wkt. Dafür, genau den Wert xi

 zu messen ist beliebig klein. 

→ f(x) = Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion  (WDF) 

Für diskrete Zufallsvariable mit Ergebnissen xi mit z.B.  i = 1, 2, … 

x muss irgendwo sein 

Wahrscheinlichkeits-Massenfunktion 

x muss einen der möglichen Werte annehmen 

1.3. WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE 19

Vertrauen in die Korrektheit des Würfels gesteigert hat, auch wenn die beiden Spieler aufgrund
ihrer unterschiedlichen “Vor-Urteile” quantitativ zu verschiedenen Schlüssen kommen. Würden sie
noch eine Weile weiter würfeln und rechnen, dann würde sich für beide die Wahrscheinlichkeit
dass der Würfel korrekt ist gegen 100% nähern und dann wären die “Vor-Urteile” schließlich nicht
mehr relevant. Wäre ein Anhänger der Häufigkeitsdefinition anwesend, so könnte er mit diesen
Überlegungen nicht viel anfangen, denn für ihn muß eine der Hypothesen wahr sein (zu 100%),
und die andere falsch. Er würde nach den 6 Würfen eine Entscheidung fällen, die möglicherweise
ebenfalls auf das Verhältnis 1.19 gestützt ist, also zugunsten der Hypothese A ausfällt. Und er
würde sich überlegen mit welcher Wahrscheinlichkeit sein Urteil falsch ist. Genauer: in wievie-
len gleichartigen Situationen wird er mit seinem Entscheidungskriterium A verwerfen, obwohl A

wahr ist, und wie oft wird er A akzeptieren, obwohl B wahr ist. Da auch seine Zuversicht in die
Richtigkeit seiner Entscheidung wächst, wenn er mehrere Wiederholungen des Würfelexperiments
kombiniert, würden sich am Ende alle einig sein. Aber solange nur wenige Ergebnisse vorliegen, ist
die Bewertung der Situation durchaus unterschiedlich.

Die Häufigkeitsdefinition und die subjektive Wahrscheinlichkeit haben beide ihre Stärken
und Schwächen. Keine von beiden ist “richtiger”; sie sind beide zulässig und solange man
genau sagt wie man Wahrscheinlichkeit interpretiert, können beide angewandt werden.
In der Folge werden wir, sofern beide Interpretationen anwendbar sind, der Häufigkeits-
definition den Vorzug geben, da diese die Subjektivität vermeidet und unabhängig von
den “Vor-Urteilen” des einzelnen immer zu den gleichen Ergebnissen führt. Dabei ist aber
jetzt schon klar, dass wir an einigen Stellen an die Grenzen der Anwendbarkeit dieser In-
terpretation stossen werden und dann auf die subjektive Wahrscheinlichkeit zurückgreifen
müssen, um überhaupt eine Aussage machen zu können.

1.3 Wahrscheinlichkeitsdichte

Im einfachsten Fall besteht das Ergebnis einer einzelnen Messung aus einer Zahl xi, die nur
diskrete Werte annehmen kann, etwa nur nicht-negative ganze Zahlen wie das Ergebnis
eines Zählexperiments. Dann kann die Wahrscheinlichkeit dieses Ergebnisses zum Beispiel
als dessen relative Häufigkeit im Grenzwert einer Serie von beliebig vielen Messungen
definiert werden und wir schreiben

Wahrscheinlichkeit xi zu erhalten = P (xi) = fi. (1.20)

wobei i = 1, 2, ..., N die möglichen Ergebnisse indiziert. Die Summe über die Wahrschein-
lichkeiten für alle möglichen Ergebnisse muß Eins ergeben:

N∑

i=1

fi = 1. (1.21)

Wenn das Ergebnis einer Messung hingegen eine kontinuierliche Größe, etwa eine reelle
Zahl xi, ist, dann ist es nicht sinnvoll eine Wahrscheinlichkeit für xi zu definieren. Denn die
Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnis genau xi ist, ist infinitesimal klein. In diesem Fall
müssen wir vielmehr eine Wahrscheinlichkeit dafür definieren, dass x in einem Intervall
[x, x + dx] liegt:

Wahrscheinlichkeit x im Intervall [x, x + dx] zu erhalten = f(x)dx. (1.22)

In der Häufigkeitsdefinition gibt also f(x)dx den relativen Anteil der Fälle an, in denen
x im Intervall [x, x + dx] liegt, wieder im Grenzfall unendlich vieler Messungen. Wenn
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Approximative WDF aus Histogramm 

WDF = Histogramm mit 
unendlich vielen Einträgen 
(unendlich gr. Sample), 
verschwindender (0) Binbreite 
normiert auf “eins” 
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Kumulativerteilung 
Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis kleiner oder gleich x zu erhalten  

Kumulativerteilung 

Alternativ kann WDF über definiert werden 

20 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

über den gesamten Stichprobenraum S integriert wird, muß gemäß den Axiomen der
Wahrscheinlichkeit Eins herauskommen:

∫

S
f(x)dx = 1. (1.23)

Ausserdem ist klar, dass immer f(x) ≥ 0 gelten muß. Die Funktion f(x) heißt Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion. Dieser längliche Name soll klar machen, dass die Funk-
tionswerte von f(x) selbst keine Wahrscheinlichkeiten darstellen, sondern erst über den
interessierenden Bereich [a, b] integriert werden müssen, um die Wahrscheinlichkeit zu er-
halten, dass x in diesem Bereich liegt (siehe Abbildung 1.3). Gleichung 1.23 stellt die
Normierungsbedingung für die Wahrscheinlichkeitsdichte dar. Die zu f(x) gehörige ku-
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Abbildung 1.3:

mulative Verteilungsfunktion F (x) ist definiert als

F (x) =
∫ x

−∞
f(x′)dx′, (1.24)

d.h. F (x) ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ergebnis kleiner x gemessen wird. In der
Regel erhält man aus einer Serie von Messungen die Wahrscheinlichkeit, dass x in einem
bestimmten Intervall [a, b] liegt, also F (b)−F (a). Falls F (x) differenzierbar ist, kann damit
auch die Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt werden:

f(x) =
dF

dx
. (1.25)

Für diskrete Zufallsvariablen wird die kumulative Verteilungsfunktion analog als

F (x) =
∑

xi≤x

P (xi) (1.26)

definiert.

Das Quantil xα ist der Wert von x für den die Wahrscheinlichkeit, dass die Messung einen
Wert kleiner als xα ergibt gerade α ist (0 ≤ α ≤ 1), d.h.

F (xα) =
∫ xα

−∞
f(x)dx = α ⇒ xα = F−1(α). (1.27)

Für diskrete ZV gilt 
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Quantile 

Das Quantil xα  ist der Wert der ZV x für den die Wahrscheinlichkeit, dass 
die Messung einen Wert  kleiner xα ergibt gerade α ist. 

Das Quantil zu α=0.5 ist der Median x1/2 
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Wahrscheinlichkeit Eins herauskommen:

∫

S
f(x)dx = 1. (1.23)

Ausserdem ist klar, dass immer f(x) ≥ 0 gelten muß. Die Funktion f(x) heißt Wahr-
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Wahrscheinlichkeit Eins herauskommen:

∫

S
f(x)dx = 1. (1.23)

Ausserdem ist klar, dass immer f(x) ≥ 0 gelten muß. Die Funktion f(x) heißt Wahr-
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Multivariate WDF: mehrere Zufallsvariablen 

Ergebnis des Experiment wird durch 
mehrere Observablenwerte 
charakterisiert, z.B. einen  
N-komponentigen Vektor: (x1, ... xn)  

Gemeinsame WDF  f(x,y) 

Normierung: 

1.3. WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE 21

Das am häufigsten verwendete Quantil ist x0.5, der Median der Verteilung (auch “50%-
Punkt” genannt). Der Median liegt in dem Sinne in der Mitte der Verteilung, dass die
Wahrscheinlichkeit für x über bzw. unter x0.5 zu liegen gleich groß ist. Bei einer endli-
chen Stichprobe aus N Messungen werden die Meßwerte der Größe nach sortiert und der
((N +1)/2)te Wert als Schätzung für den Median verwendet (bzw. ein Wert zwischen dem
N/2ten und dem N/2 + 1ten, wenn N gerade ist). Damit ist der Median nicht direkt von
einzelnen Meßwerten abhängig, die sehr weit von der Mitte der Verteilung entfernt liegen
können. Solche einzelnen Ereignisse können andere Maße für die Mitte einer Verteilung,
wie etwa das arithmetische Mittel (Mittelwert) viel stärker beeinflussen. Diese positive
Eigenschaft hat auch der Punkt xp an dem die Wahrscheinlichkeitsdichte maximal wird
(siehe Abbildung 1.3). Im Englischen wird dieser Punkt most probable value oder mode
genannt.

Ein Histogramm (siehe Beispiel 1) zeigt in jedem seiner Bins die Anzahl der Ergebnisse
x, die zwischen den Grenzen des jeweiligen Bins lagen. Wenn man das Histogramm auf
Eins normiert, d.h. die Anzahlen der Ereignisse in jedem Bin durch die Gesamtzahl der
Ergebnisse (= Summe der Anzahlen in allen Bins) teilt und den Grenzwert beliebig vieler
Messungen bildet, dann zeigt das Histogramm die Wahrscheinlichkeitsverteilung für x.
Denn dann gibt der Wert in einem Bin an, wie häufig x in diesem Bin gemessen wurde.
Sind die Bingrenzen a und b, dann ist dieser Wert gerade F (b) − F (a) =

∫ b
a f(x)dx. Teilt

man dann den Wert in jedem Bin noch durch die Breite des Bins (b−a), so erhält man den
Mittelwert von f(x) über das Bin. Die Fläche unter dem so erhaltenen Histogramm ist∑N

i=1
F (bi)−F (ai)

b−a (b − a) = F (bN ) − F (a1) = 1 − 0 = 1. Im Grenzwert infinitesimal kleiner
Binbreiten geht dieses Histogramm in die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x) über.
Dies ist in der Abbildung 1.4 veranschaulicht.

Das Konzept der Wahrscheinlichkeitsdichte lässt sich ohne Weiteres auf den Fall mehrerer
Zufallsvariablen erweitern. Wenn ein Experiment mehrere Meßgrößen liefert, dann kann
man in aller Regel die Analyse nicht auf den eindimensionalen Fall reduzieren, indem man
jede Variable einzeln betrachtet und die anderen jeweils ausser Acht lässt. Denn dabei
würde man Information verlieren und somit die mit der Analyse erreichbare Präzision
herabsetzen. Wir denken zum Beispiel an die Messung der Länge eines Stabes. Wenn
zusätzlich zur abgelesenen Länge auch noch die Temperatur gemessen wird, dann können
temperaturabhängige Effekte (der Stab dehnt sich aus wenn er wärmer wird, das Maßband
auch, aber nicht in gleichem Maße etc.) in der Analyse berücksichtigt werden. Es geht bei
solchen mehrdimensionalen Analysen also insbesondere um die Frage, ob die verschiedenen
Meßgrößen miteinander verknüpft (korreliert) oder unabhängig sind.

Im Folgenden beschränken wir uns der Übersichtlichkeit halber auf den Fall mit zwei
Meßgrößen x und y. Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte wird dann definiert
durch

f(x, y)dxdy = Wahrscheinlichkeit, dass x ∈ [x, x + dx] und y ∈ [y, y + dy]. (1.28)

Die Normierung ist wieder dadurch gegeben, dass eines der Wertepaare (x, y) des Stich-
probenraumes S in jedem Fall herauskommen muss:

∫ ∫

S
f(x, y)dxdy = 1. (1.29)

Aus der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte lassen sich die individuellen Wahrschein-
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Marginal-WDF oder Randverteilung 
Manschmal interessiert uns nur 
WDF für einige oder eine der 
Zuvallsvariablen: 

Integration über uninteressante ZV (“Marginalisieren”)  
→ Marginal-WDF oder Randverteilung  

x1, x2  sind unabhängig genau dann, wenn gilt 

i 
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Abbildung 1.4:

lichkeitsdichten für x und y durch Integration bestimmen:

fx(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dy (1.30)

fy(y) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx (1.31)

fx(x) heißt Randverteilung von x, entsprechend für y. fx(x)dx gibt die Wahrscheinlich-
keit dafür an, dass x im Intervall [x, x + dx] liegt, unabhängig vom Wert von y. fx(x) ist
also gerade die Wahrscheinlichkeitsdichte, die sich ergeben hätte, wenn wir lediglich die
Größe x gemessen hätten.

Wir nennen x und y genau dann statistisch unabhängig, wenn gilt

f(x, y) = fx(x)fy(y) (1.32)

In einem solchen Fall ergibt die Messung Werte für x entsprechend der Wahrscheinlich-
keitsverteilung fx(x), auch wenn y in beliebiger Weise eingeschränkt wird. Hier hilft die
zusätzliche Kenntnis von y also nicht, die Analyseergebnisse bzgl. x zu präzisieren.
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Marginal-WDF oder Randverteilung 

Marginal-WDF: 
Projektion der gemeinsamen 
WDF auf eine der ZV-Achsen 
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Bedingte WDF 
Manchmal soll eine der Zufallsvariablen in der gemeinsamen WDF 
konstant gehalten werden. 
Erinnerung an bedingte Wahrscheinlichkeit: 

→ bedingte WDF: 

Bayes-Theorem wird zu:  

Erinnerung:  A, B unabhängig, wenn  

→ x, y unabhängig wenn  
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Bedingte WDF (Fortsetzung) 

Beispiel: : aus gemeinsamer WDF  f(x,y) werden  
bedingte WDFs h(y|x1), h(y|x2) bestimmt 

- behandele eine der ZV als konstant in gemeinsamer WDF 
- teile die gemeinsame WDF durch die Marginal-WDF der  
  Variablen, die konstant gehalten werden 
- was ist übrig bleibt ist bedingte WDF mit korrekter Normierung 
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Marginal- und Bedingte-WDF WDF für zwei Variablen mit Abhängigkeit

M. Schumacher       Stat. Methoden der Datenanalyse: Kapitel 1 Fundamentale Konzepte        Freiburg WS 2009/2010

Marginal- und bedingte WDF

2-dim.  
gemeinsame  

WDF 

Rand- 
verteilung 

für y 

Rand- 
verteilung 

für x 

Bedigte 
WDFs 
für 2 

Y-Werte 
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Funktionen / Transformation von Zufallsvariablen 
Ein Funktion a(x) von einer ZV x ist selbst ebenfalls eine Zufallsvariable. 
Annahme: ZV x folgt einer WDF f(x) 

Betrachte Abhängigkeit/Funktion: xà a(x). 
Was ist die WDF für die ZV  g(a)? 

dS = Region im Raum der  x-Werte 
für die a in [a, a+da] liegt. 

1.6. TRANSFORMATION VON ZUFALLSVARIABLEN 29
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Abbildung 1.7: Durch a(x) wird der Bereich dS = dS1 ∪ dS2 auf das Intervall [a, a + da]
abgebildet.
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Abbildung 1.8: Die Wahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a+da] zu liegen, ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, dass x im Bereich dS liegt.
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Mapping the x and a spaces

Wahrscheinlichkeit im a-Raum g(a)da 

Entspricht der im x-Raum f(x)dS

Transformation von Zufallsvariablen

M. Schumacher       Stat. Methoden der Datenanalyse: Kapitel 1 Fundamentale Konzepte        Freiburg WS 2009/2010

Transformation von Zufallsvariablen 
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Funktionen / Transformation von Zufallsvariablen 
i) a(x)  eindeutig umkehrbar  
Forderung:  
Wahrscheinlichkeit,  dass  
 a in                    
= Wahrscheinlichkeit,  
dass x in   
 

 
Falls gilt          wäre Integral < 0 à Betragstriche 
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Konkrete Beispiele werden im nächsten Kapitel behandelt. Zwei wichtige Zusammenhänge
sollen aber hier schon genannt werden.

Die charakteristische Funktion einer Summe von unabhängigen Zufallsvariablen ist gleich
dem Produkt der charakteristischen Funktionen der einzelnen Zufallsvariablen. Seien x1, ..., xn

Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeitsdichten f1(x1), ..., fn(xn) und entsprechenden cha-
rakteristischen Funktionen φ1(k1), ...,φn(kn), und sei z =

∑n
i=1 xi. Dann ist die charakte-

ristische Funktion φz(k) zu z gegeben durch

φz(k) =
∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
exp

(

ik
n∑

i=1

xi

)

f1(x1)...fn(xn)dx1...dxn (1.58)

=
∫ ∞

−∞
exp(ikx1)f1(x1)dx1...

∫ ∞

−∞
exp(ikxn)fn(xn)dxn (1.59)

= φ1(k)...φn(k). (1.60)

Die algebraischen Momente µ′
m = E[xm] einer Zufallsvariable x können aus der charakte-

ristischen Funktion von x einfach durch Ableitung berechnet werden

dm

dkm
φx(k) | k=0 =

dm

dkm

∫ ∞

−∞
exp(ikx)f(x)dx

∣∣∣∣
k=0

(1.61)

= im
∫ ∞

−∞
xmf(x)dx (1.62)

= imµ′
m. (1.63)

1.6 Transformation von Zufallsvariablen

Häufig kommt es vor, dass man aus einer Meßgröße x eine andere Größe a(x) ausrechnet.
Man kennt die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x) der Meßgröße und fragt sich, wie
die entsprechende Verteilung g(a) der berechneten Größe aussieht. Formaler ausgedrückt
ist die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f(x) einer kontinuierlichen Variable x gegeben
und man möchte die Verteilung g(a) einer Funktion a(x) berechnen. Wir verlangen, dass
die Wahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a+ da] zu liegen gleich der Wahrscheinlichkeit
sein muss, dass x in dem Bereich dS liegt, der durch die Funktion a(x) auf das Intervall
[a, a + da] abgebildet wird:

g(a)da =
∫

dS
f(x)dx (1.64)

Dies ist in Abbildung 1.7 illustriert.

Wenn die Funktion a(x) invertierbar ist, vereinfacht sich diese Forderung darauf, dass die
Wahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a + da] zu liegen gleich der Wahrscheinlichkeit
sein muss, dass x im Intervall [x(a), x(a + da)] liegt. Falls x(a) > x(a + da), müssen die
Grenzen des Intervalls und entsprechend die Integrationsgrenzen umgedreht werden. Die
Betragsstriche in der folgenden Gleichung tragen dem Rechnung.

g(a)da =

∣∣∣∣∣

∫ x(a+da)

x(a)
f(x′)dx′

∣∣∣∣∣ =
∫ x(a)+| dx

da |da

x(a)
f(x′)dx′ = f(x(a))

∣∣∣∣
dx

da

∣∣∣∣ da (1.65)

g(a) = f(x(a))
∣∣∣∣
dx

da

∣∣∣∣ (1.66)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 1.8 illustriert.
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Betragsstriche in der folgenden Gleichung tragen dem Rechnung.

g(a)da =

∣∣∣∣∣

∫ x(a+da)

x(a)
f(x′)dx′

∣∣∣∣∣ =
∫ x(a)+| dx

da |da

x(a)
f(x′)dx′ = f(x(a))

∣∣∣∣
dx
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∣∣∣∣ (1.66)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 1.8 illustriert.
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Konkrete Beispiele werden im nächsten Kapitel behandelt. Zwei wichtige Zusammenhänge
sollen aber hier schon genannt werden.
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rakteristischen Funktionen φ1(k1), ...,φn(kn), und sei z =

∑n
i=1 xi. Dann ist die charakte-

ristische Funktion φz(k) zu z gegeben durch

φz(k) =
∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
exp

(

ik
n∑

i=1

xi

)

f1(x1)...fn(xn)dx1...dxn (1.58)

=
∫ ∞

−∞
exp(ikx1)f1(x1)dx1...

∫ ∞

−∞
exp(ikxn)fn(xn)dxn (1.59)

= φ1(k)...φn(k). (1.60)

Die algebraischen Momente µ′
m = E[xm] einer Zufallsvariable x können aus der charakte-

ristischen Funktion von x einfach durch Ableitung berechnet werden

dm

dkm
φx(k) | k=0 =

dm

dkm

∫ ∞

−∞
exp(ikx)f(x)dx

∣∣∣∣
k=0

(1.61)

= im
∫ ∞

−∞
xmf(x)dx (1.62)

= imµ′
m. (1.63)
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und man möchte die Verteilung g(a) einer Funktion a(x) berechnen. Wir verlangen, dass
die Wahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a+ da] zu liegen gleich der Wahrscheinlichkeit
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Häufig kommt es vor, dass man aus einer Meßgröße x eine andere Größe a(x) ausrechnet.
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Also gilt zusammengefasst: 
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Transformation von Zufallsvariablen Mapping the x and a spaces
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Transformation von Zufallsvariablen
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Wktdichtefunktion für ZV x: 

Eindeutige Umkehrfunktion: 

Jakobifaktor / Differential: 

Und alles zusammengesetzt …. 

oder kompakt 
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Funktionen ohne eindeutige Umkehrung 

Wenn es keine eindeutige Inverse von 
a(x) gibt, dann summiere über alle 
dx-Intervalle in dS, die  nach a  
abgebildet werden 

Beispiel: 
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Transformation von ZV: Mehrdeutige Inverse Mapping  the  x  and  a  spaces:  two  „branches“

M. Schumacher       Stat. Methoden der Datenanalyse: Kapitel 1 Fundamentale Konzepte        Freiburg WS 2009/2010

Trafo von ZV: mehrdeutige Inverse
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Funktionen von mehreren Zufallsvariablen 

Betrachte Zufallsvariablen 

Und eine Funktion  

Wobei dS = Region im x-Raum zwischen den Hyperflächen, 
die definiert werden durch 

Die Bedingung der Gleichheit von Wahrscheinlichkeiten lautet:  

M. Schumacher   Exp. Methoden der TP             Kapitel 9: Grundlagen der stat. Methoden                    SoSe 2012 



Funktionen von mehreren ZV: Fourier-Faltung 

Beispiel:  2 unabhängige ZV x, y mit gemeinsamer WDF fx(x)  fy(y) 
Betrachte Funktion a = x + y.  Was ist g(a)? 

Anwendung: x Meßgröße , y Auflösungsvermögen des Messinstrumentes 

(Fourier-Faltung) 
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Für diskrete Zufallsvariablen ist die Transformation von Variablen sehr einfach, denn f(x)
gibt hier direkt die Wahrscheinlichkeit an (und nicht die Dichte). Es müssen lediglich
die Variablen ersetzt werden, ohne einen Faktor wie die partielle Ableitung in obiger
Gleichung.

Für den Fall, dass a(x) von mehrern kontinuierlichen Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit
der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) abhängt, wird Gl. 1.64 zu

g(a)da =
∫

dS
f(x)dx (1.67)

wobei wieder zu integrieren ist über den Bereich dS, der durch die Abbildung a(x) auf das
Intervall [a, a + da] abgebildet wird. Hat man n solcher linear unabhängigen Abbildungen
a1(x), ..., an(x), und sind diese alle invertierbar, so kann die gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsdichte der ai analog zu Gl. 1.66 mit Hilfe der Jakobideterminante berechnet werden:

g(a1, ..., an) = f(x1, ..., xn)|J |, mit J =

∣∣∣∣∣∣∣

∂x1
∂a1

. . . ∂x1
∂an

...
...

∂xn
∂a1

. . . ∂xn
∂an

∣∣∣∣∣∣∣
. (1.68)

Hat man nur eine Abbildung a1(x), so muss man n− 1 linear unabhängige weitere Abbil-
dungen definieren, die Transformation nach Gl. 1.68 durchführen, und dann durch Intega-
tion die Randverteilung von g(a1, ..., an) in a1 bilden. Dieser Aufwand wird in der Praxis
selten getrieben. Stattdessen verwendet man sogenannte Monte-Carlo-Methoden, die
numerisch viel einfacher sind als der eben skizzierte Algorithmus. Sie werden in Kapitel 3
beschrieben.

1.7 Faltung

In speziellen Fällen ist eine analytische Berechnung der Variablentransformation dennoch
möglich. Betrachten wir zwei unabhängige Zufallsvariablen x und y mit Wahrscheinlich-
keitsdichten fx(x) und fy(y). Was ist die Wahrscheinlichkeitsdichte g(a) für die Summe
a(x, y) = x + y? Diese Frage hatten wir schon in Abschnitt 1.5 beantwortet. Mit dem
Formalismus der Variablentransformation ist ausgehend von Gl. 1.67

g(a)da =
∫ ∞

−∞

∫ (a−y+da)

(a−y)
fx(x)fy(y)dxdy (1.69)

=
∫ ∞

−∞
fx(a − y)fy(y)dady (1.70)

⇒ g(a) =
∫ ∞

−∞
fx(a − y)fy(y)dy (1.71)

Das Integral auf der rechten Seite von Gl. 1.71 nennt man die Faltung von fx mit fy und
symbolisch schreibt man auch g = fx ⊗ fy. Wir wissen andererseits, dass die charakte-
ristische Funktion von g(a) das Produkt der charakteristischen Funktionen zu fx(x) und
fy(y) ist:

φa(k) = φx(k)φy(k). (1.72)

Die Faltung zweier Funktionen lässt sich also durch Übergang zu den Fouriertransformier-
ten berechnen, für die die Faltung zur einfachen Multiplikation wird. Durch Rücktransfor-
mation von φa(k) erält man die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte g(a).
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Mehr zu Variablentransformationen 

Betrachte eine Vektor von ZV mit gemeinsamer WDF 

Bilde n linear unabhängige Funktionen 

Für die, die inversen Funktionen existieren 

Dann ist die gemeinsame WDF für den Vektor der y-Funktionen gegeben durch  

wobei J die   
Jacobi-Determinante ist 

Um  z.B..              zu erhalten, integriere über andere y in            . 
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Betrachte kontinuierliche Zufallsvariable x with WDF f (x).   
Definiere den Erwartungswert (arithmetischen.Mittelwert) als 

 
 

Notation (meist):  

  
Achtung: 

 E[ ]  ist keine Zufallsvariable, keine Funktion der Stichprobe 
        ist ein linearer Operator auf der Funktion z.B. a(x)=x 

 

 
         ist eine Charakteristik der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion 

         ist abhängig von den Parametern der WDF 

Erwartungswerte 

1.4. ERWARTUNGSWERT, MITTELWERT, VARIANZ, KOVARIANZ 25

der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)

n-tes zentrales Moment (n>1): 

1.4. ERWARTUNGSWERT, MITTELWERT, VARIANZ, KOVARIANZ 25

der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)

misst Asymmetrie der Verteilung:  
positiv (negativ) für Ausläufer nach rechts (links) 

misst Anteil im Zentrum zum Anteil in Ausläufern 
relativ zur Gauss-/Normalverteilung 
 
0: für Gaussverteilung 
positiv:  für mehr Ausläufer als Gaussverteilung bei gleicher Varianz 
negativ: für weniger Ausläufer als Gaussverteilung  bei gleicher Varianz 



Erwartungswerte (IV) 
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funktion a(x) definiert als

E[a] =
∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx. (1.36)

E[a] ist linear in a, d.h. E[αx + β] = αE[x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E[xn] =
∫ ∞

−∞
xnf(x)dx = µ′

n (1.37)

heißt ntes algebraisches Moment von x, und

E [(x − µ)n] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)nf(x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zentrales Moment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quantifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E[(x−µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E[(x−µ)] = E[x]−E[µ] = µ−µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x−µ nehmen, E[|x−µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist. Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unpraktisch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E[(x − µ)2] =
∫ ∞

−∞
(x − µ)2f(x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Varianz von x. Die Varianz ist ein quadratisches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die Standardabweichung σ

σx =
√

V [x], (1.40)

die die gleiche Einheit wie x hat. Beschreibt f(x) die Verteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx

ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mittelwert. Eine nützliche
Beziehung, die die Linearität des Erwartungswerts ausnutzt, ist

V [x] = E[(x − µ)2] = E[x2] − 2E[x]µ + µ2 = E[x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mittelwert. Die Wölbung oder Kurtosis κ =
µ4/σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(siehe unten) ist κ = 0. Eine Verteilung mit breiteren Ausläufern als bei der Gaußverteilung
hat positive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negativ.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f(x) ist der Erwartungswert einer Funktion a(x)

E[a(x)] =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
a(x)f(x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E[(a − µa)2] (1.43)

=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(a(x) − µa)2f(x)dx1...dxn = σ2

a. (1.44)

f(x′) =
∫

g(x)h(x′ − x) dx

〈x′2〉 =
∫ ∫

x′2g(x)h(x′ − x) dxdx′

=
∫ ∫ [

(x′ − x)2 + 2xx′ − x2
]
g(x)h(x′ − x) dxdx′

=
∫ ∫ [

(u2 + 2x(u + x) − x2
]
g(x)h(u) dxdu

= 〈u2〉 + 〈x2〉 + 2〈x〉〈u〉 .

〈x′〉2 = (〈x〉 + 〈u〉)2

(x′) = (u) + (x) .

x′

g h

γ1

γ1 = E
[
(x − µ)3

]
/σ3 .

x

γ1 = E
[
(x − µ)3

]
/σ3

= E
[
x3 − 3µx2 + 3µ2x − µ3

]
/σ3

=
{
E(x3) − 3µ

[
E(x2) − µE(x)

]
− µ3

}
/σ3

=
E(x3) − 3µσ2 − µ3

σ3
.

β1 = γ2
1

β2

β2 = E
[
(x − µ)4

]
/σ4 .

γ2 = β2 − 3

x → x+a µ → µ+a

σ
x → cx µ → cµ σ → cσ

Alle Verteilungen haben 
Mittelwert = 0 und Varianz =1 



Definiere Kovarianz cov[x,y] (oft auch Matrixnotation Vxy) als   

Korrelationskoeffizient (dimensionlos) definiert als 

Wenn x, y, unabhängig, 
i.e.,  

,   dann gilt 

→ x und y  sind ‘unkorreliert’ 

Bemerkung: Umkehrschluss i. a. nicht wahr. 

Kovarianz und Korrelation 

M. Schumacher   Exp. Methoden der TP             Kapitel 9: Grundlagen der stat. Methoden                    SoSe 2012 



Korrelation (Fortsetzung) 
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die die Messfehler in the xi quantifizieren  

Annahme: wir haben eine Stichprobe der ZV x 

und wir kennen/schätzen die Kovarianzen 

Nun betrachten wir ein Funktion 

Frage: was ist die Varianz von 

a)  WDF               unbekannt    
b)  WDF               bekannt à “orthodoxe” Weg: 
      nutze gemeinsame WDF  um die WDF              zu bestimmen.  

Dann bestimme aus g(y) die Varianz V[y] = E[y2] - (E[y])2.  

Oft nicht praktikabel,  nicht vollständig bekannt. 

Fehlerfortpflanzung 
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Annahme: wir kennen:  

In der Praxis nur Schätzwert aus der Stichprobe 

Entwickle in einer Taylor-Serie bis zum Glied erster Ordnung um 

weil gilt 

Um die Varianz  V[y] zu finden, brauchen wir E[y2] and E[y]. 

Fehlerfortpflanzung (II) 
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Zusammenfügen der Teilergebnisse liefert Varianz für 

Fehlerfortpflanzung (III) 

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx

da
=

1

a
> 0

f(x) =
1

2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1

2
(ln(a))2

1

a

g(a) =
ln2(a)

2a

dΓ =
S

2m1

∫

|M|2 (2π)4δ4(p1 − p2 − ...− pn) Π
n
j=22π δ(p2j −m2

j ) Θ(p0j)
d4pj
(2π)4

Vy =















∂y
∂x1
∂y
∂x2

∂y
∂x3

...
δy
δxn















T

Vx















∂y
∂x1
∂y
∂x2

∂y
∂x3

...
∂y
∂xn















=
(

#∇y
)t
Vx

#∇y

y(#x) = x̄ =
1

n

n
∑

i

xi

σ2 = σ2

i

∂y

∂xi

=
1

n

V (y) = V (x̄) =
n

∑

i

(
∂y

∂xi

)2σ2 =
n

n
σ2 =

σ2

n

σx̄ =
σ√
n

x = r cosφ

y = r sinφ

z = z

σr = 0, σφ, σz

r,φ, z



Wenn die xi unkorelliert sind, i.e., dann wird daraus 

Ähnlich gilt für einen Satz von Funktionen 

Oder in Matrixnotation  wobei 

Fehlerfortpflanzung (IV) 
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Betrachte Stichprobe der ZV xi vom Umfang n. 
Die unkorellierten Messungen haben Messfehler: 

Die Funktion y(xi) ist der Stichprobenmittelwert: 
 
Was ist der Fehler auf den Stichprobenmittelwert? 
 
Partielle Ableitungen: 

Fehlerfortpflanzung (V): Beispiel 1 

x x 

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
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Die ‘Fehlerfortpflanzungsformel’ sagt uns, wie 
Wir die Kovarianzen eines Satzes von Funktionen 
                                                    durch die  
Kovarianzen der ursprünglichen Variablen 
approximativ auswerten können.  

Limitierung:  exakt nur wenn  linear. 

Näherung bricht zusammen, wenn die Funktion 
nicht linear ist  in einem Bereich der  
Vergleichbar ist mit der Größe von σx. 

Bemerkung: keine Annahme über die WDF  von xi, 
                     i.e., sie muss nicht die Gaußverteilung sein 

x 

y(x) 

σx 

σy 

x 
σx 

? 

y(x) 

Fehlerfortpflanzung (VI) 
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Fehlerfortpflanzung (VII) − Speziallfall 

→ 

→ 

wenn die xi unkorreliert sind, gilt 
addiere Fehler quadratisch für die Summe (oder Differenz), 
addiere relative Fehler quadratisch für Produkt (oder Quotient).  

Aber Korrelationen können dies komplett ändern… 
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Fehlerfortpflanzung (VIII) − Spezialfall (2) 

Betrachte mit 

Nur nehmen wir an, dass ρ = 1.  Dann gilt 

i.e. für 100% Korrelation verschwindet der Fehler in der Differenz. 
 
Analog: für die Summe werden die Fehler linear addiert 
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Betrachte Messung einer Spur/Trajektorie in Zylinderkkoordinaten 
 
Die Messfehler seinen unkorelliert und es gelte 
 
Die Kovarianzmatrix lautet dann: 
 
 
 
 
 
 
 
Wie sehen die Fehler in karthesischen Koordinaten aus? 
 
 
 
 

Fehlerfortpflanzung (IX): Beispiel 2 
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Die Kovarianzmatrix in x,y, z lautet: 

Fehlerfortpflanzung (X): Beispiel 2 
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Die Korrelation ergibt sich zu: 
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          - Fehler in x,y            
             abhängig von x,y 
             korreliert  
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Die Jakobi-Matrix der Ableitungen lautet: 


