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Einleitung

Festkorperphysik ist die Studie der strukturellen, optischen, elektrischen und opto-elektronischen
Eigenschaften der festen Materie

Die veschiedenen Forme der Materie konnen anhand der Ordnung der Atome beschrieben werden
(bzw. Atome, Molekiile, klinstliche Atome)

Gase
._. * Atome statistisch verteilt
* Isotropisch
% *  Keine feste Form/Volume
*  Kompremierbar

Fliissigkeiten

* Atome statistisch verteilt
* Isotropisch

e  Feste Form/Volume

*  Leicht Kompremierbar

Glasses

w

e Atome statistisch verteilt
*  Isotropisch/anisotropisch
e Feste Form/Volume

. Weniger Kompremierbar

*  Viskose oder “kalte” Fliissigkeit

Kristalle

* Atome in Gitter angeordnet
*  Isotropisch/anisotropisch
*  Feste Form/Volume

*  Wenig kompremierbar
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Bindungen in Festkorper

Wir werden als erstes die Wechselwirkungen der Atome bzw. der lonen in eines Kristalls anschauen.
Im Wesentlichen gibt es 5 Bindungsarte

Kovalente Bindungen

Bindungen zwischen neutralen Atomen, die durch lGberlappende Teile der Elektronenverteilung
zusammenhalten. Die Elektronen sind noch an den jeweiligen Atome gebunden, und Nachbaratome
teilen die Ladung. Beispiel gase - H2, CI2; Isolatoren- Diamant (C); Halbleiter - Silizium

He + ¢H — HesH oder H—H

Bildung einer kovalenten Bindung

.-ll- -.. . -.UI. .IU U..
R S
Chlormolekdl

Die beteiligten Atome
teilen ein Elektronenpaar
und bilden so ein Oktett

\ Chlorwasserstoff
[ N ]
oder H—Cl 3
"e

. -.._ .U..
H + -GI.. H.-I..J

. [—
bindendes
Elektronenpaar

Bindungen in Metallhalogeniden (Salz). Zwischen eines Metalls und Halogen. Beispiel NaCl.

freies
Elektronenpaar

lonische Bindungen

metallische Bindungen

Bindungen zwischen metallischen Elementen. Dabei gibt jedes Atom ein Elektron an einem
Elektronsee ab, der sich liber den gesamten Kristall erstreckt, und die Elektronen bewegen sich frei

im Kristall zwischen positiv geladene lonenriimpfe. Beispiel Cu.

Cus (Cusy (Cuss (Cuss (Cus

cu (cu (cw lcu) (Cu

Cu| (Cu?) Cu?t (Cu? (Cu?
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Wasserstoffbriickenbindungen

bilden sich aus, wenn Wasserstoff an ein Atom mit hoher Elektronegativitat (N, O, F) gebunden wird.
Dabei wird dem Wasserstoffatom das eine Elektron weitgehend entzogen. Befindet sich dieses
Wasserstoffatom in der Nachbarschaft eines anderen Atoms, kann es zu einer Bindung zwischen dem
lokal positiven Wasserstoff und der Elektronenhiille des anderen Atoms kommen. Beispiel — Wasser.
Das Molekdl ist durch die starke Elektronegativitdt des Sauerstoffs ein Dipol.

Wasserstoff- Wasserstoff-
brucke
hricke \

Bindungen zwischen Edelgase bzw. Molekilen mit geschlossenen Elektronenschalen. Beispiel Argon.
Die Bindungen entstehen lber zeitlich fluktuierende Dipolmomente der Atome, die zu einer
Anziehung fiihren.

Van-der-Waals

Die Elektronen sind Die Elék}}onen sind niéhf mehr
gleichmaBig um den gleichméaBig um den Kern verteilt,
Kern verteilt es sind Dipole entstanden

Bindungen und Bindungsenergien

lonisch Kovalent Metallisch H-Briicke Van der Waals

8,2-39.9eV 1 eV (Einfach) leVv 0,1-1eV 0,05 - 0,005 eV
5 eV (Doppel)

10 eV (Dreifach)
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Elektronen in Metalle - das freie Elektrongas

Leitungselektronen in Metallen kénnen als ,Elektrongas” in einem Gitter von positiv geladenen
lonenriimpfen beschrieben. Wir werden sehen, dass viele metallische Eigenschaften von Metallen
durch dieses einfaches Bild beschrieben werden kann. Wenn wir die Energien der Elektronen, und
den Einfluss der lonenrimpfe an der Bewegung der Elektronen beriicksichtigen, kénnen wir auch die
energetische Struktur und elektrisches Verhalten von Isolatoren und Hableiter auch beschreiben.

INSULATORS
SEMICONDUCTORS
CONDUCTORS = |
Eg
VB

Eigenschaften von Metallen

Metallische Eigenschaften waren experimentell sehr friih dokumentiert. Theoretische Beschreibung
war lange ein Ratsel und wurde viel spater entwickelt.

Diese Eigenschaften sind:

1. Inthermischen Gleichgewicht, die elektrische Leitfahigkeit ist durch das Ohmsche Gesetzt
beschrieben

J =0k

J = Stromdichte (A/m?); E — elektrisches Feld (V/M); o — Leitfahigkeit (Q"m™), ein
Materialparameter.

2. Metalle (10° — 10% Q'm™) haben, im Vergleich zu Halbleiter (10™ - 10° Q™"m™) und Isolatoren
(10*-10"° Q'm™), eine hohe Leitfihigkeit.

3. Elektronische Leitfahigkeit tragt einen grofRen Beitrag zu Warmeleitfahigkeit in Metallen
4. Leitfahigkeit in Metallen steigt mit sinkender Temperatur

5. Bei sehr niedriger T, die Leitfahigkeit satigt wegen Elektronstreuung an Gitterdefekten. Das ist
durch das Matthiessengesetz beschrieben:

1 _ 1 N 1
O-(T) O-pure(l_) O-imp(r)

6. Magnetische Effekte wurden in manchen Metalle (Ferroelektrik) beobachtet

7. Ungefahr die Halfte aller Metallen sind bei niedriger T Supraleiter
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Technischer Strom und Elektronenstrom

Die Konvention fiir die Stromrichtung wurde festgelegt, befor die Entdeckung des Elektrons.

Technischer Strom flie8t von positiv (hi) zu negativ (lo) — Teilchen sind positiv geladen und flieRen
von hoher Energie zu niedriger Energie.

Elektronstrom flieSt von negativ (lo) zu positiv (hi) — Elektronen sind negativ geladen und flieBen von
hoher Energie zu niedriger.

Das Elektrongas und Austrittsarbeit

Im einfachen Bild kdnnen wir ein Metall mit den folgenden Annahmen beschreiben
e Periodisches Gitter positiver lonenriimpfe und ein Elektrongas

e Das Elektrongas ist homogen verteilt

e Die Elektrondichte hingt von der Zahl der Valenzatomen ab (zB 2 x 10 /m” fiir 1
Valenzelektron/Atom)

e Wegen der hohen Dichte der Elektronen ist der Einfluss des positiv geladenen lonenrumpf
vernachlassbar

e Die Ladungsdichte variiert im Metall, aber die Gesamtladung des Festkorpers ist null.
Wieso fallen die Elektronen einfach nicht aus dem Metall?

Es gibt eine bestimmte Energie fir die Freisetzung eines Elektrons vom Metall — die Austrittsarbeit ¢
(in der Energieschema ist das der Unterschied zwischen der Fermienergie und das Vakuumniveau)
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POTENTIAL
E

Experimentelle Methoden um die Austrittsarbeit zu bestimmen

Wie kann man die Austrittsarbeit messen? Der photoelektrischer Effekt

Incoming blue light
collector plate

emitter plate

.
L
& vacuum

electrons get to collector plate

(7} Ammeter
i current fluws

Licht wird auf einer Metallplatte (Kathode) gestrahlt

Wenn die Energie des Lichtes (hv) Giber einen Schwellwert (Austrittsarbeit) ist flieRt ein Photostrom
zwischen Anode und Kathode (LIchtintensitat — Stromdichte; Photonenergie — Hinweis auf die
Austrittsarbeit)

Die kinetische Energie der emittierten Elektronen ist

1 >
E mv- = qutop

Vstop ist die Spannung zwischen den Platten, um den Strom zu stoppen. Je héher die Photonenergie
(Frequenz), desto hoher die KE der Elektronen zwischen den Platten, und V., Nimmt mit
Photonenergie zu.

Die Daten von einer Experiment Photonenergie
A eU/eV
gegen Vop:

2]
. . . . 11 Zn
Die Austrittsarbeit kann vom Achsenabschnitt =10,4

. 0 Y T - - - =

bestimmt werden 3 4 % 8/ -7 0t
~
2 P
1 2 -3 - -
- — — _ -
5 mv® =gV, =hv —-® o -
~4,3

Das ist das Prinzip hinter
Photoelektronspektroskopie.
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Noch eine Methode ist die Kelvinsonde. Hier wird das Kontaktpotential zwischen zwei Materialien
gemessen. Das Kontaktpotential entsteht durch eine Anderung des chemischen Potentials der
Materialien.

Kelvinsonde - Kantilevertip oder —netz aus einem Material mit einer gutdefinierten Austrittsarbeit
wie Au

Messprinzip — Kelvinsonde wird (iber die Probe gefahren mit periodischer Anderung des Abstands
und das Kontaktpotential wird gemessen

Physikalisches Prinzip — wenn zwei Metalle (Materialien) in Kontakt sind, flieBen die Elektronen vom
elektronenreichen zu Elekronenarmen Material. Dabei entsteht ein elektrisches Potential zwischen
den Materialien. Wenn die Austrittsarbeit der Kelvinsonde bekannt ist, kann die Austrittsarbeit der
Probe aus dem Kontaktpotential gerechnet werden

Das Prinzip kann man von der freien Energie des Systems verstehen. Man verursacht eine Anderung
des chemischen Potentials (ui dNi) durch den ElektronfluR zwischen Probe und Tipp. Dabei entsteht
ein elektrisches Potential , das man misst.

k
TdS = dU +pdV — > p;dN;+ Y X;da; +- -

i=1 i=1

Das Drude-Modell fiir elektrische Leitfahigkeit in Metallen

Der deutsche Physiker Paul Drude hat ein klassisches Modell in 1900 entwickelt, um metallische
Leitfahigkeit zu beschreiben. Das Modell ist bassiert auf das Bild, dass wir uns gerade angeschaut
haben. Im Drude-Modell sind die zusatzlichen Annahmen

e Nicht wechselwirkende Elektronen in einem Gitter positiver lonen

e Elektronen werden durch instantanen Kollisionen mit lonen gestreut, dabei wird die Richtung
der Elektronenbewegung geandert

e Elektronen erreichen thermisches Gleichgewicht durch die Kollisionen (Thermalisierung)
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Thermische Effekte fiir Elektronbewegung

n, ist Gesamtzahl der Elektronen. Elektronen haben in einer Zeit t eine Wahscheinlichkeit dt/ t eine
Kollision zu haben. Die Zahl der Elektronen die noch KEINE Kollision nach Zeit t haben ist

n, =n, exp(—t/7)
Kollision passieren nach Zeit t, und die Kollisionsrate ist d(n./dt)

dn, n
— =—exp(—t/
g, et/

T ist die Relaxationszeit (Zeit zwischen Kollisionen)

Elektronbewegung in einem elektrischen Feld

In einem elektrischen Feld (Spannung Uber die Probe) entsteht zuséatzlich eine Driftbewegung der
Elekronen. Die Driftgeschwindigkeit der nicht gestreute Elektronen nach Zeit t ist

—eEr
m

Beschreibung der Elektronenbewegung und Stromdichte
Wir kombinieren die thermischen und Driftkomponenten der Elektronbewegung

Fur eine Elektrondichte n /m* im Metall ist die Stromdichte J = g*n*Elektronengeschwindigkeit

J = (—enAv) = (ne’zE / m)

Von das Ohmsche Gesetz

J =oE
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Kénnen wir die Leitfahigkeit o mit den thermischen und Driftkomponenten der Elektrobewegung
beschreiben

o =ne’c/m

Das Drude-Modell bestatigt die experimentelle Beobachtung liber einen bestimmten
Temperaturbereich, und fir manche Werte von n und m.

SLIDEn, T

Das Drude-Modell beschreibt keine explizite Temperaturabhanigkeit der Leitfahigkeit. Aber fiir
Metalle beobachtet man, dass die Leitfahigkeit eine 1/T Abhangigkeit zeigt.

Die Thermalisierung der Elektron ist aber T-abhangig. Die mittlere freie Weglange A beschreibt die
Distanz, die ein Elektron zwischen Kollisionen zuriicklegt.

A=V, 7T

Vy ist die thermische Geschwindigkeit von der kinetische Energie der Elektronen.
2

3/2k,T =1/2my,,

So die Leitfahigkeit ist jetzt

o ne’ur  ne‘a
m (B3mk,T)"?

Wir sehen jetzt ein TA1/2 Abhangigkeit, aber nicht das beobachtete 1/T Verhalten.

Im Gleichgewicht gleichen die thermischen Effekte sich aus, so dass kein Strom flieSt. Wenn eine
Spannung anglegt wird, tragen die thermische effeke zum Widerstand (1/c) des Materials bei — und
verringern den Driftstrom (t).

Das Drude-Lorenz-Modell fiir elektrische Leitfihigkeit

Das Drude Modell kénnte ziemlich viele experimentelle Eigenschaften fiir die elektrische Leitfahigkei
von Metallen erkldren. Die Temperaturabhdngigkeit der Leitfahigkeit aber nicht. Lorenz hat das
Modell erweitert, in dem er die Geschwindigkeitsverteilung (nach Boltzmann-Theorie) angeschaut
hat.
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Drude hat angenommen, dass alle Elektronen die gleiche Geschwindigkeit besitzen. Elektronen
haben aber nicht alle die gleiche Energie/Geschwindigkeit. Lorzenz hat das erkannt, und hat eine
Verteilung der Energien/Geschwindigkeiten der Elektronen im Modell berticksichtigt.

Die kinetische Energie (von der Temperatur des Systems abhangig) eines Elektrons ist
1 2
KE = —my,,
2

Wo vth ist die thermische Geschwindigkeit.

Jetzt schauen wir n Elektronen mit eine Geschwindigkeitverteilung, die von Temperatur abhangt.

Fulevy,v) =

mo\3/2 m(v: + v3 + v2)
) exp |— :
2nkT 2KT

Wenn ein E-Feld angeschaltet wird, andert sich f wegen Drift und Streuungeffekte

daf \_(dfry)  (df
dt dt )., \dt

scattering

Das E-Feld beschleunigt die Elektronen, und die Streuung bremst die.
Beitrag vom elektrischen Feld

f wird durch Anderunge in Elektronenimpuls mv beinflusst, und durch E =-qE

df v (o) _(—agef

dt )y 0 Lav) m " Nov

Beitrag von Streuung

fo — die Ursprungliche Verteilung. Streuung minimiert die Differenz (f-f,) vom E-Feld durch die
Relaxionszeit 1,. Das ist analog zu T vom Drude-Modell, nur jetzt ist t, ortsabhangig und im Drude-
Modell war die konstant.

df

= —(f, — )/
p (f, )/ 7,

scattering

Bei constantem E-Feld fiir Zeiten langer als T, kommt das System im Gleichgewicht und wir kénnen
die Verteilung so beschreiben
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f = f_ +(z.qE/m)(5f /6v)

Vz V:

u,

v
y
Vy

Das beschreibt wie die Verteilung vom E-Feld verschoben wird — von der Gleichgewichtsposition. Die
Streuung wirkt dagegen.

Die Form der Verteilung wird durch das Verhaltniss zwischen Verschiebung (E-Feld) und Verformung
(Streuung) ab. In Metallen, die guten elektrischen Leiter sind, ist die Verschiebung groRRer als die
Verformung.

Jetzt kdnnen wir das Ohmsche Gesetz vom Lorenz-Modell schreiben

J,=oE, =—[ev, fdv=—[ev,(z,eE / m)(of / ov)dv

X x —

Das Integral ist etwas kompliziert zu 16sen (wegen der Richtungsabhangigkeit der Geschwindigkeit).
Wir kdnnen einfach die folgenden Annahmen machen:

T, =Al|V]

Wo A die mittlere freie Wegldnge des Elektrons ist, und v ist die Geschwindigkeit
(Richtungsunabhangig). Langsame Elektronen werden mehr gestreut als schnellere.

Wir kdnnen dann (nach einige Schritte die hier nicht ausgefiihrt sind) das Integral I6sen, und das
Ergebniss des Lorenz Modells fiir die Leitfahigkeit ergibt

4ne’A
G =
3(27mk T )"?
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Das ist ein sehr dhnliches Ergebniss zum Drude Modell. Allerdings ist A auch Temperaturabhangig. Die
beobachtete 1/T Abhéngigkeit der Leitfahigkeit kann dadurch mit dem Modell beschrieben werden.

Thermische Leitfahigkeit und das Wiedermann-Franzsches-Gesetz

Das Modell des Elektrongases kann auch benutzt werden, um die hohe thermische Leitfahigkeit in
Metallen zu verstehen.

In einem idealen Gas (nicht wechselwirkende, klassische Teilchen) ist die Warmeleitfahigkeit

Mean particle Mean free

Particles per speed - path
unit volume - 1 > Molar heat
“” (1:} A CL:‘ capacity
Y
Thermal ST vogadro's
conductivity number
wo
3 R
2
und
. n{viAk ,
Conductivities K= ( j g =ne A/ m{v)
Thermal Electrical
wo
o) [8kT
'i.-' = - .; _—
\ Tm
Das ergibt
K _ 4k"T  isin the form of the K but the constant
o T E,? Wiedemann-Franz Law o 15 wrong!

L —ist die Lorenz-Zahl, und nach dieser Theorie soll die konstant sein, und gleich fiir alle Materialien
(keine Materialparameter in der Gleichung)

SLIDE Lorenz-Zahl

Wenn wir man die Quanteneigenschaften der Elektronen beriicksichtigen, kommen wir auf eine
bessere Beschreibung der thermische Leitfahigkeit von Metallen.
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Ladungstriager Mobilitat

Neben der Leitfahigkeit, ist die Mobilitdt oder Beweglichkeit der Elektronen ein wichtiges
Materialparameter. Die Mobilidt beschreibt die Geschwindigkeit eines Elektrons/elektrisches Feld
Einheit.

p=(-V/E)
[]=m?1vs

Vom Drude-Modell ergibt das

u=(-v/E)=er/m
U=nheoc

Der Hall-Effekt

Die Hall-Konstante und -Mobilitat

Der Hall-Effekt ist eine Methode um Ladungstragermobilitdt, und das Vorzeichen von der Ladung im
Material zu bestimmen.

Wir stellen uns einen rechteckigen Leiter vor. Eine Spannung in der x-Richgung (iber den Leiter
angelegt, und das ergibt eine Stromdichte in der x-Richtung j,.

Ein B-Feld wird senkrecht in der z-Richtung angeschaltet, B,.

Wie wird der Stromrichtun vom B, beeinflusst?

Die Kraft an eine Ladung, -q (Elektronen), mit Geschwindigkeit, v,von einem elektromagnetischen
Feld wird durch die Lorenzkraft beschrieben

F =—q[l§+(\7x B)]

Flr den Strom im Leiter die Kraft von Bz ergibt ein Komponent in der y-Richtung

F, =-q(V;,B)
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Und die Ladung wird in der (negativen) y-Richtung vom Bz abgelenkt

y

‘e

Das flihrt zur Akkumulation negativer Ladung (Elektronen) an einer Seite des Leiters, und einem

Mangel von Ladung (effektiv positive Ladung, oder lonen) an der ander Seite

+++++++++++++++

Dadurch entsteht ein elektrisches Feld tiber den Leiter in der y-Richtung — das ist das Hall-Feld E,.
Das ist der Hall-Effekt. Aus Ey kbnnen wir weitere Materialparameter, wie pu und g bestimmen.

Im Gleichgewicht ist die Kraft von Ey und von Bz an der Ladung ausgeglichen:

F=—q|E+@xB)|=0
_qu = _qVDBz

Man kann dann die Mobilitat bestimmen
U=V, lE,
E, = 4E,B,
Normalerweise wird das Hallkoeffizient als Materialparameter angegeben

R — y
Hall = .
Bz Jx
Ruan ist eine Konstante, da Bz konstant ist, und Anderungen in Ey sind proportional zu Anderungen in
jx. Oder von
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kénnen wir schreiben

_MEB, _u
" BoE, o
Und Ry, ist eine Konstante, die die Proportionalitat zwischen Mobilitdt und Leitfahigkeit beschreibt.
Wir kdnnen das noch einfacher ausdrucken, weil:
o =—qnu
und so

NS

an

Das Vorzeichen der Hall-Konstante — positive und negative Ladung

Bis jetzt haben wir angenommen, dass die Ladung q ist negativ (Elektronen in Metallen). Was passiert
wenn wir positive Ladung (moglich in Halbleiter — Lécher) haben?

jx— flielt entweder in der positiven oder negativen x-Richtung, je nach Ladung

F, — die Lorenz-Kraft wirkt in die gleiche Richtung, egal welche Ladung (hdngt von q und v ab, und
beide dndern Vorzeichen fir Elektron/Locher)

E, — andert die Richtung von positiv zu negativ Ladung

magnetic field into paper

B Q& B ® ®

—= ] — =T
+ + + + + — — — — —
E P G- - E - - -
- - - - - + + + + +

Ry - andert die Richtung von positiv zu negativ Ladung

Friiher wars garnicht bekannt wieso manche Materialien eine positive und manche eine negative
Hall-Konstante hatten.

Halbleiter — positiv oder negativ je nach Dotierung. Metalle?

SLIDE Hall-Daten
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Quantisierte freie Elektrontheorie

Das Modell des freien Elektrongas aus der klassischen Sicht hat einige experimentelle Beobachtunge
erkaren kdnnen

o Elektrische Leitfahigkeit von Metallen
e Beziehung zwischen elektrische und thermische Leitfahigkeit

Aber einige Sachen bleiben unklar

o Temperaturabhéanigkeit der elektrischen (zum Teil durch Lorenz erklart) und thermischen
Leitfahigkeit (nicht konstante Lorenz-Zahl)

e Unterschiede in Lorenz-Zahlen zwischen Materialien

e Unterschiedliche Vorzeichen fiir die Hallkonstante in Metallen

Um diese Eigenschaften zu erklaren mussen wir die quanten-Eigenschaften von Elektronen
bericksichtigen.

Elektronen sind Fermionen mit spin % . Nur ein Fermion / Quantenzustand. Fir uns ist nur wichtig zu
wissen, dass wir bericksichtigen mussen

e maximal 2 Elektronen /Energiezustand haben kénnen — spin up und spin down (Pauli)
e Wellen/Teilchen Dualismus

Systeme von Elektronen - die Fermi-Dirac-Verteilung

Wir schauen erstmal die Eigenschaften von einem System von Elektronen. Die Bedingung, dass max.
1 Elektron/Quantenzustand (2 e- / Energiezustand) moglich ist, bestimmt die Verteilung von
Elektronen.

Fir klassische Teilchen, die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Teilchen die Energie (E) hat

1
f(E)ys = = —E/KT

A — Normierungskonstante;

Die Warhscheinlickeit fir die Besetzung hdhere Energieniveaus ist weniger wahrscheinlich.
Besetzung hangt von der Temperatur ab. Die Verteilung hélt nur fir groBe Systmen von Elektronen,
so dass +/- ein Elektron vom System die Gesamtsystemenergie nicht beeinflusst.

Jetzt wenn wir die Bedingung fiir Besetzung fir die Fermionen benutzen, bekommen wir die Fermi-
Dirac-Verteilung

1 1
f(E)FD =

Aexp(E/kT)+1 exp(E—E, /KT)+1

Fiir Fermionen, A hat ein besondere physikalische Bedeutung

A=exp(—E; /kT)
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Fermi Energie: Bei T = OK alle Energieniveaus sind bis der Fermi Energie (E;) besetzt, und alle mit E <
Ersind unbesetzt. Der Wert von E¢ hdngt von der Zahl von Elektronen ab.

E<E.;f(E)=1
E>E.;f(E)=0

Fermi-Niveau: Bei T > 0K, sind einige Energieniveaus bei E > EF besetzt (thermische Energie) und
dafir, einige Energieniveaus bei E < EF unbesetzt.

E D N
El — — o — 4 1
E+ — — — — — 5 0
E+ — o — 3
£l o — 2
el o 11
E,T o o o -o 4 4
ET o o o o o o — / 6

Was ist die Wahrscheinlichkeit fir die Besetzung von E = EF bei T < OK?

1 1
exp(E. —E. /kT)+1 1+1

f(E)FD = =1/2

Man kann das von der graphischen Darstellung besser verstehen

f(E)
f— kT
1 -
\u, T=0
\,
l — ‘i_ T = Tl
3 \"
2 W\
‘/ T=T,
N
0 E¢(0) E

Die Wahrscheinlichkeit der Besetzung von Energieniveaus E << Egist f(E) = 1, und die
Wabhrscheinlichkeit der Besetzung der Energieniveaus E >> EF ist f(E) = 0. Nur Elektronen mit Energie
um EF sind ,,beweglich” in Energie (thermisch aktiviert). Fir die elektrische und thermische
Leitfahigkeit ist das sehr wichtig. Es bedeutet, dass nur ein kleiner Bruchteil der Elektronen zu diesen
GroRen beitragen.
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Sommerfeld-Modell fiir elektrische Leitfahigkeit

Sommerfeld hat das Drude-Lorenz erweitert, und die Elektronen als Fermionen behandelt. Er hat die
Maxwell-Boltzmann-Verteilung mit der Fermi-Dirac-Verteilung ersetzt — quantisiertes Elektrongas.
Der groBe Unterschied, ist dass nur Elektronen mit E ~ EF tragen zur elektrischen (und thermischen)
Leitfahigkeit bei. Elektronen mit E < E¢ kdnnen ihre Energie nicht dndern (alle Zustande in der
energetischen Nahe bestetzt) und E > E; ist nicht besetzt.

Die Leitfahigkeit ist jetzt (in Abhdngigkeit E statt vyy)

2 0
o=—— j/lg(af/ag)dg
mv(ee) 5 &

Die Funktion f(E) ist O flir die meisten E-Werte, und 0 < f(E) < 1 fiir E ~ Erso das Integral ergibt

Oder in Abhangigkeit der Relaxtionszeit

B neZ/I(gF) T =[A(E:)/s(Eg)]
- mv(ee) o =ne’zr_/m

(Vergleich mit Drude-Lorenz)

2 2
ne‘ur ne‘A
O = =
m (Bmk,T)"?
IVZ
Die Leitfahigkeit ist abhangig von }
e ladungstragerdichte n /

e Elektronmasse m

e Elektrongeschwindigkeit s
e Mittlere freieweglange /

e Fermi-Energie E; v,

Ein elektrisches Feld verursacht die Verschiebung der Fermi-Flache um E; in die Richtung des Feldes.
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Wie kdnnen wir E; physikalisch verstehen?

Die Austrittsarbeit ¢ ist die Energie, die wir verwenden mussen, um ein Elektron aus einem Metal zu
befreien. qé ~ E; (es gibt einige Oberflacheneffekte usw, die auch ¢ beeinflussen).

vacuuaIn Vacaum

image—char ge
potential

_-..l-'

-

T
-

| et
[ I ]
[ I ]

zero—foree (flat)
potential inside metal

Von unserer Behandlung Elektrongase bis jetzt, konnten wir naive glauben, dass die Austrittsarbeit
nur von der Dichte der Elektronen im Metall abhangt. Wir werden aber gleich sehen, dass wir auch
die Struktur des Kristallgitters berlicksichtigen mussen, um vollstandig die erlaubte Energieniveaus
der Elektronen zu verstehen.

SLIDE AUSTRITTSARBEIT — Verschiedene Orientierung
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Supraleitung

Die Supraleitung wurde in 1911 von Kamerlingh Onnes beobachtet. Onnes hat als erster He
verflissigt, und das hat ihm das Tieftemperaturverhalten verschiedener Materialien zu untersuchen.
Onnes hat den temperaturabhdngigen Widerstand von Hg gemessen, und eine lineare Abnahme bis
4.2 K beobachtet. 4.2 K ist die kritische Temperatur von Hg, bei dieser Temperatur fallt der
Widerstand auf 0, trotz Defekte im Material.

Seit dem wurden viele Materialien untersucht. Etwa die Halfte alle Metallen sind Supraleiter bei
tiefer Temperatur, und einige Isolator auch.

Supraleiter haben die folgenden Eigenschaften:

e R =endlich bei T2 T, und unendlich bei T £ T, (bzw Leitfahigkeit....)
e Supraleiter sind perfekte Diamagneten

Supraleiter in magnetischen Felder

Die Starke eines B-Felds in einem Material ist
B=B,+uM =u,(H+M)

wo

B, = externes B-Feld

Ko - magnetische Permittivitdt des Materials

M — Magnetischer Moment/Volume

H — Magnetische Feldstarke = B/,

Fir perfekte Diamagneten B = 0; M=—H

Das ist ein wichtige Eigenschaft von Supraleiter. Es erlaubt die Beschreibung & T=300K
des Zustands des Supraleiters von B und T alleine. Um das zu verstehen, @ %

vergleichen wir die Eigenschaften eines ,idealen Leiters” mit den
Eigenschaften eines Supraleiters.

|
Idealer Leiter: R = O fiir T < T.. Nicht perfekt diamagnetisch. Bqa=0
Experiment 1: Wir fangen an bei
a) B,=0und T = 300K Bq T<k
b) abkiihlen bis T< T, so dassR =0

c) B, angeschaltet. Das induziert einen Strom so M = - H, um die Anderung
des B-Felds entgegen zu wirken. Wegen der unendlichen Leitfahigkeit bleibt %

der Strom konstant. Die Feldlinien von B, sind komplett aus dem Leiter
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ausgestossen.

d) Ba wird ausgeschaltet und der Strom féllt ab
Situation 2: Wir fangen an bei

e) B, = B, und T = 300K

f) Abkiihlen bis T<T.und R=0.B, = B,

g) B, abgeschaltet und ein Strom ist induziert im Leiter wegen
Anderungen im B. R = 0 bleibt und der Strom fliesst weiter.

Das ist merkwiirdig. Das bedeutet, dass die magnetischen
Eigenschaften eines idealen Leiters pfad-abhangig sind, und nicht
alleine durch B und T bestimmt werden kénnen.

Superconductor: R=0flirT<T.und jetztM=-H

Situation 1:
a) B, =0und T = 300K

b) abkiihlen bis T< T, so dass R =0

T<Te

c) B, angeschaltet. Das induziert einen Strom so M = - H, um die Anderung

des B-Felds entgegen zu wirken. Wegen der unendlichen Leitfahigkeit bleibt

der Strom konstant. Die Feldlinien von B, sind komplett aus dem Leiter
ausgestossen.

d) Ba wird ausgeschaltet und der Strom féllt ab

Genau das gleiche wie beim idealen Leiter

Situation 2:
e) B, = B, und T = 300K

f) abkihlen bis T< T, so dass R = 0. M = - H so die B-Feldlinien sind
ausgestossen.

g) B, abgeschaltet, und wir sind jetzt im gleichen Ausgangszustand wie
in Situation 1.

Die Eigenschaften eines perfekten Diagmagnets kann mit Bund T
beschrieben werden, unabhangig von vorherigen Parametern.

T<T

[2)

21

Ba
(e)
() e
B
‘ B0
(g)
T=300K

(a)
kiuhlen *

(b)

o

(f)

(g) b

T<Te

Meissner-
Ochsenfeld
-Effekt

(Quelle: Ibach/Liith,
Festkorperphysik,
Springer, Berlin)
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Das ist der Meissner effect. Superaleiter sind perfekte Diamagneten (x = -1). B-Feldlinien werden
vollstdndig aus dem Inneren des Supraleiters ausgestossen.

Wenn B grol’ genug wird, dringen die B-Feldlinien in den Supraleiter ein, und der supraleitende
Zustand bricht zusammen. Das kritische B-Feld (Bc) ist ein Materialparameter. Bc ist
Temperaturabhangig, und ist maximal fiir T = 0K und wird geringer bei T ~ Tc.

-
B, =B,|1—(—)2
- =By 1= ()

SlideBcvs T

Thermodynamik der Supraleitung

Supraleitung ist ein Phaseniibergang (2te Ordnung). Bei einem kritischen Wert eines dusseren
Parameters (T) andern sich die Eigenschaften des Systems. Ein zusatzlicher Parameter wird bendtigt,
um die Eigenschaften des neuen Zustands zu beschreiben. Ein Sprung in einem der
thermodynamischen GréRen (V, P, c,) wird beobachtet beim kritischen Wert.

Die Ordnung in dem supraleitenden Zustand ist héher als in nicht supraleitenden Zustand, analog zu

ferromagnetismus

RERERARRRRN

antiferromagnetismus

ARRRARARARY

SlideSvs. T
Energiedifferenz zwischen dem normalen und supraleitenden Zustand

Ein Zylinder mit (B < B.), M = -uH

fr =

fir

Die Energie, um B zu dndern von B =0 auf B = B ist
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Die Energie des Supraleiters nimmt zu

2
B
F,=—
2
Ko
Beim B = Bc, es gibt einen Ubergang vom supraleitenden zu normalen Zustand
2
B
_ c
|:n T l:s (O) -
o

Das ist der Energiegewinn durch den Ubergang vom normalen zum supraleitenden Zustand.

Wir kdnnen zeigen, dass die Entropie des Systems abnimmt, beim Ubergang zum Supraleit.

dF

S ——| —
dT )y
oB, (T)

S, —S, =B_(T =0K)
oT

Wir wissen schon, dass Bc nimmt mit steigende Temperatur ab

oB/oT <0

S, <SS,

Der supraleitende Zustand ist geordenter als der normale Zusatand.
T —>T.

H.—>O0

S, =S,

Ohne Absorption oder Emission von Warme — typisch fir eine 2te Ordnungphasenilbergang.

23

Wir wissen, dass der Ubergang mit der elektrischen Leitfahigkeit zusammenhingt. Das heisst, dass

die Zunahme in Ordnung mit der elektronischen Struktur zusammenhangt.

BSC-Theorie - die mikroskopische Beschreibung
Bardeen-Schrieffer-Cooper Theorie (1972 Nobel Prize).

Bei dem Ubergang vom normalen zum supraleitenden Zustand werden Cooper-Pairs formiert. Das

sind Elektronpaare, die im Impulsraum Gber Gitterschwingungen (Phononen) wechselwirken. Die

negativ geladene Teilchen ziehen sich an.
Schrieffer — theoretisch gezeigt, dass

Elektronpaare E < E; besitzen.
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Die Bindung zwischen den Elektronen ist schwach und verschwindet durch thermische Effekte.
Das Elektronpaar hat Spin 1, und ist ein Boson

Bosonen verhalten sich ganz besonders bei tiefer Temperatur. Das kann man von der Bose-Einstein-
Verteilung erkennen

F(E)pe =

exp(E/kT)-1

Die Cooper-Paare builden ein Bose-Kondensat (ein gemeinsamer Grundzustand) unter T..

w (r) =/n, exp(ipor)

ns = Dichte der Supraleitenden Elektronen

p = Phase (Rdumliche abhangig)

Eg~4kgT,
A
normalleitende Elektronen
Energie normalleitende Elektronen '%", - -
g |le
& ¢ ¢
(4 (4
LY P o
<
Energiellicke

supraleitende
Cooper-Paare

Die London-Gleichungen

Die London-Gleichunen (von den London Brudern) erklaren das Verhalten eines Supraleiters in einem
EM-Feld. Die sind intuitiv von den empirischen Beobachtungen hergeleitet worden, und erkldaren den
Meissner-Effekt.

Die Gesamt Elektrondichte in einem Supraleiter besteht aus “normalen” (n,) und “supraleitenden”
(ns) Elektronen. Die Dichten sind T-abhangig, und bei T = 0 alle Elektronen sind Supraleitend.

n=n,+n,
n=n,@T >T,
nN=n@T <T,
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Die 1te London-Gleichung

Beschreibt den Superstrom im E-Feld

m dv, =ek
dt

Die Superstromdichte ist

JS — nSeVS
E — m2 dJS = A dJS
n.e“ dt dt

Die 2te London-Gleichung

25

Wir wissen, dass im inneren des Supraleiters B = 0. Aber es gibt eine endliche Eindringtiefe von den

Feldlinien, A

2 2
ﬂz\/mgoc /eng

B, =1/eB,

jx)

mi

H(x)

B(x) =B, e ™" M

Weil ns T-abhéngig ist, A ist auch T-abangig:

A 1
2, \1-(T/T)*

Die 2te London-Gleichung beschreibt der Superstrom in Abhangigkeit des B-Felds:

_ 1
jSZ—?A,B=I’OtA

(CIOIORORORORO)

—_
—_—
—_—

FI
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Gemischte Zustande: Typ I & Typ II Supraleiter
Typ | Supraleiter

e elementare Metalle (Hg, Cu)
e niedrige Tc
e Bc flihrt zu einem schlagartigen Zusammenbruch des supraleitenden Zustands.

Typ Il Supraleiter

e legierung
e “Mischzustidnde” (normal/supraleitend) sind moglich
e 2 Bc werte — bei Bcl enstehen Mischzustiande und bei Bc2 bricht der SL-zustand zusammen

e Robuster gegen Bc und haben hoher Tc als Typ |

Wie entsteht der Mischzustand?
Diinner SL, d < A. Der SL-Zustand bleibt erhalten, wenn Bi > Bc ist

SL-noch vorhanden Eine Reihe von diinnen SL und normale Streifen

€S> > > > &>

Ba Ba Ba

i

Supraleitend Normal

Im Mischzustand entstehen “Wirbel”. B-Feldlinien fliessen durch die Wirbel. Wenn die Wirbeldichte

zu hoch wird, verschwinded das supraleitendes Verhalten.

Supraleiter erster Art Supraleiter zweiter Art
H- | 5 . -~
upralaiter Supraleiter Z1
erster Art zwaiter Art 7
3 S '
- = I
i -
| I
I
Supraletiender
Zustand Wirbal Normal-
H 1 {us.tand zustand
AuBeres Magnetfeld B, — o B ez

AuBeres Magnetfeld B, —
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Type1 Type2
gic Non-
i Superconductor
(=3
=
[ =
p=2]
o]
=
T, e
Temperature —> Temperature ==
only one critical magnetic two critical magnetic fields, H.,
field, H, and H,

Hangt von A im Material ab!
Charakteristische Langen in Supraleiter
Es gibt 2 charakteristische Langen in der Supraleitung

e A - Eindringtiefe der B-Feldlinien im SL (10 — 100 nm)

e ¢ —Kohdarenzlange (10 — 1000 nm Typ I; 2-3 nm Typ 2) — rdumliche Variation der
Wellenfunktion. Eine minimale Lange Uber die Variationen in der SL-Elektrondichte passieren
kénnen ohne den SL-Zustand zu zerstoren. Lang — nicht robust, kurz — robust.

Von BSC Theorie

2hv
= 7T\

wo v — Geschwindigkeit der Cooper-Paare, A — Energieliicke fiir SL

Das Verhaltniss zwischen beiden Langen bestimmt wie das B-Feld der Quantenzustand des SL
beeinflusst. Der Mischzustand entsteht in Typ 2 SL und nicht in Typ 1 weil

Type l: €>> A

Type ll: << A

‘Material COheEence length | ondon penetration depth | Ratio

o(nm) AL (nm) M
sn | =0 | 34 016
AL 1800 16 10,010
o[ s 37 045
cd 10 110 014
(R 3 Lo
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B-Fluss Quantisierung

Der Mischzustand ist eine interessante Eigeschaft von Typ 2 SL. Es ist moglich das zu benutzen, um
sehr genaue Anderung des B-Felds zu bestimmen.

B

Magnetischer FluRR ¢ beschreibt das Komponent vom B, das durch eine Flache dS flieft.
dd = BdS
Die Einheiten sind Weber (Wb) [V/s] [B] = Wb/m”"2 = Telsa

London hat vorgeschlagen, dass weil Supraleitung ein Quanteneffekt ist, muss auch der B-Feldfluss
durch ein Wirbel quantisiert sein. Sein Vorschlag war

D =02x1/Qq)

Weil die Cooper-Paare aus 2 Elektronen bestehen, ist die Ladung e = 2qg. Experimentell wurde
beobachtet, das die B-Feldlinien quantisiert sind mit faktor

® = (1] €)

Josephson Ubergang (Nobel prize 1973)

Der Josephson-Ubergang besteht aus 2 SL, getrennt durch eine diinne Isolatorschicht. Die
Supraelektronen kénnen durch den Isolator tunnelin..

%

Im Gleichgewicht, tunneln Cooper-Paare von 1 -2 und umgekehrt, so dass kein Gesamtstrom flie3t.
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Wenn der Ubergang an einer Stromquelle angeschlossen wird, und ein geringer normaler Strom (I <
Ic) im Schaltkreis fliesst, ist der Suprastrom (iber den Ubergang abhingig von der Phasendifferenz des
Suprastroms

| =1, sin(Ap)
Wenn | > Ic, entsteht eine Spannung liber den Ubergang,

v = op
2e ot

Das ist ein makroskopischer Quanteneffek — wir kbnnen dadurch die Phase der Wellenfunktion des
Suprastroms im Schaltkreis messen.

Application: Squids (superconducting quantum interference device)

Ohne B-Feld flieRen la und Ib, und la = Ib

Wenn das B-Feld angeschaltet wird, dann ist Is zusatlich im Kreis induziert, so dass
la=la+ls

Ib=1b—Is

Wenn Is + la = Ic, dann gibt es V iiber den Ubergang a.

Wenn B-Fluss =n &/2, Is oszilliert, um zu gewahrleisten nd, dass der B-Fluss immer ganzzahlig ist
(quantisiert)

) mag. Fluss ©
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Elektronenbewegung in Kristallen - der Wellenvektor k

Wir haben jetzt in viel Detail die Verteilung von Elektronen in Energiezustande angeschaut. Jetzt ist
es wichtig, dass wir das Wellen/Teilchen-Dualismus der Elektronen beriicksichtigen. Die Bewegung
von Leitungselektronen in longitter wird von der Gitterstruktur sehr stark beeinflusst. Wir werden

sehen, dass die Wechselwirkungen zwischen Elektronen und Gitter bestimmen ob ein Material ein

Metall, Isolator oder Halbleiter ist.

Die kinetische Energie eines freien Elektrons ist

und der Impuls ist
p=mv

so wir konnen die KE umschreiben als

2
KE = p°/2m
De Broglie hat postuliert, dass wenn Licht Teilchen/Wellen-Dualismus besitzt, dann wird Materie

auch das Dualismus besitzen, und ein Teilchen mit Masse und Impuls wird ein charakeristische
Wellenldange besitzen.

h

=3

In Festkorperphysik wird statt die Wellenlange A der Wellenvektor k benutzt um den Impuls des
Elektrons zu beschreiben (Richtung ist wichtig)

27 .
k:— D=
) P =7k

Der Wellenvektor k hangt von der Energie des Elektrons ab.
hck?
2m

Es ist sehr praktisch Elektronen in Festkdrper als Wellen statt als Teilchen zu behandeln. Das hat

E —

einige Grunde, weil wir einfacher beschreiben kénnen

e Bewegung und Reflektion der Leitungselektron mit Richtungsabhanigkeit (vgl zu E)

e Erlaubte elektronische Energieniveaus in Abhangigkeit von Gitterstruktur wegen Reflektion
usw (Fermionen wechselwirken mit Gitter je nach Wellenlange)

e  Gittervibrationen oder Gitterwellen, Phononen. Das sind quasi-teilchen mit Eigenschaften,
die von Quantenteilchen wie Photonen und Elektronen abhangen
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Das Bloch-Theorem

Die (Zeit unabhéngige) Schrodinger-Gleichung fiir eines freien Elektrons ist

Hy =Eyw
K
—%V +V_, lw =Ey
2
—h—sz/ = Ey
2m
Die Losung ist dW — ikeikor
- r
l/j(F) — elk r dzl// » ke
dr? =—K'e
2
_Zh_[_ kZeikor]: E(ikeikor)
m
21,2
e K%
2m

Bei einem Elektron in einem periodischen Gitter ist V # 0.
Stopped here last time
Bloch hat 2 Annahmen gemacht

1) V(r) von den lonen hat die Periodizitdt des Gitters

2) Das elektrostatische Potential der anderen Elektronen ist auch periodisch V(x) = V(x+a) (wir

betrachten ein Elektron, und nicht das System)

= P, ikel
w(r)=u(k,r)e
Die Funktion uk beschreibt die periodizitat des Gitters.
ey (F) = Uy, (F)e™™"
"4 — Uk
wo k dann ein Indiz ist, das die Modulation an der Amplitude einer elektronischen Wellenfunktion

mit Energie E(k) beschreibt.

uk hat die Periodizitat des Gitters und erfiillt die Bedingung
u (F) =u(r+T)

Wo T ein Translationsvektor ist

sodass y (F +T) =u(k, F)e™""
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Es gibt einige wichtige Konsequenzen des Bloch-Theorems fiir die elektronischen Energieniveaus

e Sind von k abhangig
e Sind periodisch
e Ergeben erlaubte und verbotene Energieniveaus oder Bander

e Diese Bander bzw Energiellicken zwischen den Bandern erklaren die Unterschiede in
Leitfahigkeit fir Metalle, Isolatoren, und Halbleiter

Das Kronig-Penney Modell

Das einfache Modell zeigt wie ein periodisches Potential zu Energieliicken in den elektronische
Energien fliirhen kann.

Ein Elektron bewegt sich durch ein 1D Gitter mit Potentialtopfen.

e Potential im TopfU=0
e Potentialbarriere U= Uo
e Breite des Topfs =b

e Raumzwischen Topfe = a

X=0 u=0
Wir benutzen die Bloch-Wellenfunktion fiir Elektronen in dem Gitter.

w (F) =u, (r)e™’

wir missen die Schrodingergleichung in den verschiedenen Bereichen des Gitters l6sen.

2

- 0 =yE

2m

O<x<a

U = 0 und das Elektron ist “frei”
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Wo K sind alle k-Werte. Fir ein freies Elektron ist das moglich, spater werden wir sehen, dass einige
k-Werte nicht durchgangig im Gitter erlaubt sind.

Die Konstanten A und B sind durch die Randbedingungen des Gitters bestimmt.
-b<x<0
Das Elektron ist nicht mehr “frei” und die Wellenfunktion fallt in der Barriere ab.
2 2 2
A 7%Q

——y"=w(E-U_),E-U =—"—Z_
>V v ( o) 5

w =Ce® + De ™

Die Konstanten C und D sind durch die Randbedingungen des Gitters bestimmt.

Die Wellenfunktion muss die Form eine Bloch-Wellenfunktion im ganzen Gitter haben (auch in der
Barriere) so

ik (a+b)

yv(@a<x<a+b)=y(—b<x<O0)e

Wir |6sen jetzt fiir die Konstanten A, B, C und D so dass { und y’kontinuierlich im Gitter sind.

Wir schauen die Grenzen x =0 und x = a an.

x=0
v, =A+B
w_=C+D

— A+B=C+D
y'_=Q[C - D]

— iK[A— B] = Q[C — D]
x=aundx=-b

Die Losung fir Y bei x = a und x = - b sind gleich.

l//+ — AeiKa + Be—iKa

w_ =Ce® + De @

— AeiKa | BaiKb _ (Ce—Qb 4 DeQb)eik(a+b)
', =iKAe™® — iKBe '

W' = Q(CeQb B De—Qb)eik(a+b)

= ikAe™® —ikBe ™ =QCe®® —QDe @
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Das Determinant der 4 Koeffizienten fiir A, B, C, und D muss verschwinden. Nach ein bisschen Arbeit
sieht man

[(Q2 —K?*)/ ZQK]sinh Qbsin Ka + cosh Qb cos Ka = cos k(a + b)

Das ist relativ komplex zu [6sen. Um das einfacher zu machen, wir kdnnen die Barriere durch eine
Delta-Funktion ersetzen, bzw

b—0
U,,Q—> o

Wir definieren P, ein endliche Konstante als

P=Q%al/2
[Q >> K; Qb <<1]

Die Gleichung ist dann

(P/ Ka)sin Ka + cos Ka = coska

Das Ergebniss ist

e K-Werte sind erlaubte k-Werte (K alle, k- erlaubt)
e K=kim Bereich-nt/a<k<n/a

e Bei |k|=n/agibt es ein Diskontinuitit
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Die E vs k Werte sind bekannt als die ,Dispersionsrelation” des Elektrons. Das sind die erlaubte k-
Werte und entsprechende Energiewerte eines Elektrons im periodischen Gitter.

Was wir sehen, ist dass die Dispersionsrelation periodisch ist, und dass alle Information innnerhalb
—nala<k<rx/a
enthalten ist (Brillioun Zone). Hier ist ,,a“ die Gitterkonstante — die Entfernung zwischen Gitterionen.

Das ist ein wichtiges Ergebniss der Festkorperphysik. Es bedeutet, dass alle relevante physikalische
Information innerhalb eine ,,Zone” ist. Wir kdnnen jetzt die Dispersionsrelation in der reduzierten
Schema zeigen (und Energiebander)

1 1 1
-2Tmla -Tla Ta 2ma kK -Tla ma k

Was passiert bei k = t/a?

Elektronen mit k < ii/a kdnnen sich durch das Gitter bewegung, und merken die Gitterionen nur
durch uk (die Modulation des Potentials). Die Beschreibung der Elektron ist gleich in jeder Zone.

Elektronen mit k = m/a werden Bragg reflektiert

Elektronen mit k > t/a haben kein periodisches Verhalten, und die Welle wird schnell attenuiert

Metalle, Isolatoren und Halbleiter

Wir kdnnen das Modell der “Energiebander” benutzten, um den Unterschied zwischen der
elektronische Eigenschaften Metalle, Isolatoren und Halbleiter zu erklaren.

Metalle — die Energiebander sind nichtvollstandig mit Elektronen besetzt. Elektronen kénnen ohne
zusatzliche Energie zwischen Energiezustande innerhalb der Bander sich bewegen.
Leitungselektronen.

Isolatoren — die Energiebander sind komplett besetzt. Elektronen in einem Band kénnen nicht zu
einem unbesetzten Energieniveau sich bewegen.

Halbleiter — die Energiebander sind komplett besetzt (wie beim Isolator). Aber die Energiellicke
zwischen Bander ist nicht so grof3, und Elektronen in einem Band kénnen mit zusatlicher Energie (zB
Licht) von einem Band ins nachst héhere.
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k-Raum und Zustandsdichte

Es ist praktisch die Eigenschaften von Elektronen im k-Raum zu beschreiben. Wir wollen die
elektronischen Zustande im K-Raum anschauen, und die elektronische Zustandsdichte bestimmen.
Natzlich um die Eigenschaften von Halbleiter (Leitungselektronen, Locher) zu beschreiben.

Die Unscharferelation sagt

APAX = 2 7th

Die Elektronen sind als Wellen Uber das Gitter delokalisiert — der genauer Ort des Elektrons ist nicht
bekannt, dafiir ist der Impuls sehr definiert

Der Impuls ist
D = 7K

So kénnen wir den Impuls genau bestimmen, und betrachten die Elektronen im Impuls, oder k-Raum.
Wir wissen dann auch die Energie des Elektrons

h2k?
2m

E =

Wir wollen jetzt die elektronischen Zustandsdichten in einem Energieband bestimmen. Dafiir missen
wir wissen das ,Volume*“, das ein Elektron einnehmen kann. Das Volumen des Phasenraums
beschreibt der Ort und Impuls eines individuellen Teilchens nach der Unscharferelation

1D APAX = 27th
20 AP, AXAP, Ay = (2771 )°
3D

AP, AXAP, AYAP, Az = (277)

Im Phasenraum hat ein Energiezustand ein Volumeneinheit von
D

(27)

Und in k-Raum

(27)° IV

Wo V = volumen im Ortsraum.

Wegen des Pauli Prinzips (ein Elektron/Quantenzustand) gibt es 2 Elektronen pro Phasenraumeinheit
(2 Spinzustande). Die elektronische Zustandsdichte = 2 spinzustande/(k-Einheitvolume)*Vol dk

g (k) — 2Vk—raum

einhk
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Zustandsdichte 1D

271/l

0
Wir betrachten eine Linie von x = 0 bis x = L. Zwischen k Werte sind 2rt/L.

Die Zustandsdichte ist (Zustand/Volume = 2 spins x 1/vol einh. *Vol k-raum)

L | 1
k)=2— [kdk ==
g(k) =2 j -
Zustandsdichte 2D
Wir betrachten einen Kreis mit Radius k
kY
2 2
g(K)dk = 2—_2xkdk = = kdk
2
. 27z T
Zustandsdichte 3D
L° L°
dk g —_— 2 — _
(k)dk =2 A7k 2dk k2dk
(27)° 7’

Man kann auch g(k)dk als g(E)dE umformulieren, um die Dichte der Energiezustiande zu bekommen.

2m
h2

dE = dk
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Halbleiter

Halbleiter zeigen einige interessante Eigenschaften im Vergleich zu Metallen.

o Leitfahigkeit nimmt mit Temperatur zu (wieso?)

e Das Ferminiveau dndert sich mit Temperatur, Defekte, Lichtabsorption. Wir unterscheiden
deshalb in HL zwischen Fermienergie (T = OK) und Ferminiveau (T # 0K). In Metalle sind
Anderungen in der energetischen Verteilung der Elektronen kaum bemerkbar, weil so viele
elektronische Zustande zur Verfiigung stehen. In HL missen freie Ladungstrager mit E > Eg
angeregt, so dass die Systemenergie sich stark verandert.

Die Dispersionsrelation von Elektronen in Halbleiter sind abhangig von

e Valenzelektronen (schaut nach)
e Kristallstruktur (besprechen wir spater)

Slide E vs k fir Si, Ge

e Valenzband — héchst energetisch gefilltes Energieband

e Leitungsband — tiefst energetisches ungefiilltes Energieband

e Energieliicke — Energiedifferenz zwischen Valenz und Leitungsband

e Direktband — Max Ev direkt (im k-raum) unter Min Ec

e Indirektband — Max Ev verschoben im k-Raum von Min Ec. Absorbtionseigenschaften

Ladungstrdger in Halbleiter - Elektronen und Locher
In Metalle sind Elektronen fiir elektrische (und warme) Leitfahigkeit zustéandig. In Halbleiter gibt es

dazu , Locher”.

Locher sind Quasi-Teilchen. Wenn ein Elektron von Valenzband ins Leitungsband angeregt wird bleibt
ein ,,Loch” ins Valenzband zurtick. In dem meist gefiihlten Valenzband wirkt das Loch wie ein positiv
geladenes Teilchen. Die Locher kann man als Teilchen mit +ver Ladung, Masse, Geschwindigkeit,
Energie, und alle anderen Eigenschaften die Elektronen besitzen beschreiben.

Ein Unterschied — Elektronen relaxieren in Energie (von hoher zu niedriger Energie) und Locher
schweben (von niedriger Energie zu hoher) in einer Verteilung.

Detailliertes Gleichgewicht

In Halbleiter andert sich das System stark, wenn ein Elektron vom Valenz ins Leitungsband angeregt
wird.

Das Konzept Detailed balance beschreibt den Ubergang vom Gleichgewicht zum Quasi-Gleichgewicht
wegen Photon Emission/Absorption, Anderungen in Dichte von Ladungstriger, Phononen (spéter).
Die Energie/Dichte der Teilchen im System dndert sich, um wieder Gleichgewicht herzustellen.

Einige Konzepte
e n =density of conduction band electrons (in equilibrium)

e n_ =total density of conduction band electrons (not necessarily in equilibrium)
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e p=density of valence band holes (in equilibrium)
e p_ =total density of valence band holes (not necessarily in equilibrium)

e EF und u = Fermi level, also the chemical potential. Its position is sensitive to changes in
particle number

Die effektive Masse

Wenn man die elektrischen Eigenschaften von Halbleiter beschreibt, ist es unpraktisch die komplexe
Dispersionsrelation direkt immer zu betrachten. Das wird lber die , effektive Masse” der
Ladungstrager gemacht.

Banddiagramm von Germanium Banddiagramm von Silizium

: - I B s "
Lr / ZV & \
' /—\\ 2

=, oy
lfllllll\l)l

Energie (eV]

Energie [eV]

Ll i 1 1 1 1 § 1

L r X UK r i _
Reduzierter Wellernvektaor Reduzierter Wellenvektor

L

Die effektive Masse beschreibt die Bewegung eines Elektrons im Gitter im elektrischen Feld. Die Kraft

ist
F:—eEzmazmﬂzﬁzh%
dt dt dt

Wir interessieren uns flr m, die von k abhangt.

Wir |6sen erst fur a.

a=dv/dt
Die Gruppengeschwindigkeit der Elektronenwellenpacket ist

1 de
V. —— —
9 ndk

So

~dv _1d(de

a=——= -
dt 7 dt\ dk



Experimentalphysik fiir Lehramtstudenten 40

Fiir kleine Anderungen in Energie mit Zeit

de de dk —eE de
= = —ekv
dt dk dt A dk 9

So

1(—eE deg \de

Al n dk )dk
_—eE O%e
h? 0%k

a=—(F +F, +F,)=F/m*
m

m*, die effektive Masse ist ein Tensor, der die E vs k Relation beinhaltet

i MXX mMXy mxz
=A°l myx myy myz
mzx mzy mzz

2
o[ O°¢

m*=#
0%k

Die Symmetrie des Gitters bestimmt die Off-Diagnale Elemente. Fiir einfache, symmetrische Gitter ist
m* ein Skalar.

-1

2

o[ O°¢€

m* =
o°k

Die Energiewerte um die Max und Min der Ev und Ec sind fir die Absorption und Emission von Licht,

so wie die Bewegung von Ladungstrager. Die elektronischen Energiebander (E vs k) sind annahernd
parabolisch in diesem Bereich

21,2
ey K2 Ec=Eg+ X
2m*h 2m e

Die obere Energiewerte in Ev sind der Nullpunkt E = 0. M* ist die effektive Masse der Ladungstrager.
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Negative m* und Locher im Valenzband

Die effektive Masse von Lochern ist negativ, weil die Krimmung E vs k auch negativ sein kann.

In der Ndhe von Ev max und Ec min haben wir die folgende Situation, und berticksichtigen die

Elektronen (noch keine Locher)
%)

2
£ e+ (k—k)
1 € €

€ > £l (Leitungsband min)

+ve m*. Elektronen relaxieren in Energie.

€ < £2 (Valenzband max)

-ve m*. In diesem Fall wird ein Elektron sich bewegen, als ob es eine negative Masse hatte

41

(unbesetzte Zustdnde sind hoher in Energie), bzw unbesetzte Zustande bewegen sich als ob die +ve

Ladung und +ve Masse haben.

ma = —ekE
—ma=—eE
ma = ek
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Zyclotronresonanz

Ein elektron im B-Feld rotiert im Orbital senkrecht zum B nach der Lorenz-Kraft

F = —e[Vx B] =rw.,eB

wo w, = Zyklotronfrequenz (1/Zeit fur eine Umdrehung).
Die Zentrifugalkraft = Lorenzkraft
> 2
F=m*w, r
2
M*w."r = w.reB
o, =eB/m*
wo m = Masse eines Elektrons. Im Vakuum, ist m =9.11 x 10 -31 kg.

In einem Festkorper, kann die Methode benutzt werden, um m* fiir Elektronen und Lécher zu

8
© Holes

@ Electrons

Flr die Messung muss man w. experimentell bestimmen, um m* zu bekommen.

bestimmen.

Man bestimmt w, Gber die Resonanzabsorption der Elektronen von Hochfrequenz E-Feld mit f = 2nw,

.
CHF

o 7@?\

Bei einem konstanten B-Feld wird das E-Feld variiert bis Resonanzabsorpion der Elektronen
stattfindet (at w = w,).

Elektronen in der Nahe von den Bandkanten werden gemessen. Es gibt, wegen der komplexen
Dispersionsrelationen in Halbleiter leichte und schwere Lécher (im Prinzip auch Elektronen, aber wir
schauen solche hohe Energien nicht an).
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Energy (eV)

;
\

/

A
o\

/.

L r X UK
Reduced wave vector

Absorption of RF field
gives m, and my,.

Light & heavy holes~<- _
due to curvature of VBs

Absorption {arbAtrdry units)

-

Electrons

/7 \ Hewvy holes

k

Light holes

A
/ \ .

Electrons

x 10'"Hz

P
= I

Electrons

Energiediagrame in Halbleiter

0.3 0.4 05 06
Magnetic field (T}

Da die E vs k Information in m* enthalten ist, ist es moglich ein vereinfachtes Schema der

Energiediagram anzuwenden.

Gonduction
Band

Forbidden
band

Valence
Band “ :

unfilled band

k

Electron

filled band

43



Experimentalphysik fiir Lehramtstudenten 44

Elektronen im Ec und Locher in Ev

Wenn wir Uiber Elektronen und Lécher in Halbleiter reden interessieren wir uns primar fir

e Leitungselektronen (Elektronen im Leitungsband, die freibeweglich sind)
e Locher im Valenzband (sind immer frei beweglich wegen der hohen Elektrondichte im
Valenzband)

Diese Ladungstrager kénnen wir als ,,frei“ behandeln.

Wir wollen jetzt die Dichte von Elektronen und Lochern in den Energiebdnder eines Halbleiters
berechnen. Wir bericksichtigen Ladungstrdger in der Nahe von Ec min und Ev max, wo k vs E
konstant ist.

Wir wissen g(k) vom letzten Mal, dass die Zustandsdichte in 3D

L3 L2
g(K)dk = 22— 47k ?dk = — k2dk
(27)®

7Z'

und jetzt fur Energie

/2mE
:1/ el [2mge
2 2 \VA°E

L (2mE) | 2m
E)dE = dE
9(E)dE 27z2( h? j h°E

3 3/2
g(E)= - (i—Tj JEdE

27T

oder, im Volumen vom Material, schreibt man

3/2
2m

Vv
E) = JEdE
g(E) 57| 72

Die Elektronendichte im Leitungsband (E = E - oo)

Probability of . Number of — Actual population
occupation of X available energy —  of conduction band.
state states The sum of all
: these electrons
/ gives the
¢ population of
Conduction x — #  the conduction
Band - .~ band:
- i h
E gap ¢
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N
n=_-= [9(E)f(E)E

Om'—-.8

Das bedeutet, die Elektronen sind in den erlaubten Energieniveaus (mit Dichte g(E)) nach der Fermi-
Dirac Verteilung verteilt.

In einem MetallistEr @ T#0~ E: @ T =0, weil so viele unbesetzte Energieniveaus energetisch
»dicht” sind. In einem Halbleiter aber sind die fiir die elektrische Leifdhigkeit relevante elektronische
Niveaus durch E = Eg getrennt. Das bedeutet, das eine Anderung in der Leitungselektronendichte mit
relative groBe Anderungen im Gesamtsystemenergie verbunden ist.

Das bedeutet, dass fiir die Fermi-Dirac Verteilung, wir unterscheiden zwischen E; und p

E. =E. @T =0K
E. =u@T =0K

1
exp(E — u/KkT)+1

f(B)ep =

Bei T = OK gibt es keine Elektronen im Leitungsband. Die elektronische Energie des Systems hangt nur
von der Dichte der Elektronen im Valenzband ab.

Bei T # 0 K, einige Elektronen sind thermisch zu hoheren Energieniveaus angeregt, und die nachsten
freien elektronische Zustande sind im Leitungsband.

1 - Chemisches Potential. Von der freien Energie des Systems, Anderung in Teilchenzahl dN fiihrt zu
Anderungen im chemischen Energie

dF =—SdT — pdV + «dN...

Fiir Elektronen im Leitungsband

V 2m
E pu—
g(E) 57| 72

N 1 (2m 3’2°j° E —E.dE

Vv 222 A? E—,u)
KT

3/2

E—_E_dE

E; 1+ exp (

3/2 oo E—l[j
exp(——) /E—E_dE
[oo(==-5) ‘

E

1 2m

o2\ 2

Cc
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Das ist in der Form von bekannten Integralen, so (Note 2; kT in Konstante)

omkT)'?  (u-E u—E
n= e c1=N_e ¢
(hj Xp[kTJ °Xp(kT

Und fiir Locher (E = 0 ist die obere Kante des Evs)
3/2
V 2m
E)= E. — EdE
9(E) Zﬂz(hzj v
1
exp(E — u/kT)+1

f(E)ep =1-

So

omkTY? (B, —u E —u
=2 e v =N e v
p(hzj Xp(ij VXp[kT

Nc und Nv sind die , Effektive Zustandsdichten” im Leitungs- und Valenzband.
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omkTY'?  (u-E u—E
n= exp| —— |= N .exp| ———
h? ) Xp( kT P\ T

Energy —m
m

Ep

S(E) =

Die Dichten der Elektronen und Lécher sind im ,intrinsischen” (nicht dotierten) Halbleiter gleich

E
ni = pi — NCNV exp(Ec - Ev) = Nch exp(_ﬁ)

Wir kénnen diese Wert fiir n und p in den oberen Gleichungen setzen und finden

. — EcC . Ev —
m, €Xp ('UT) =M, €EXP (?ﬂ)

Eg 3
= — 44 —
H= 7y

Fir m*h =m®*e pistin der Mitte der Bandliicke

KT In(mh/me)

Conduction Conduction Conduction
Band Band Band
EQE‘D At absolute Some electrons have High
anargy above the Farmi Temperature
Eermi oo, 0K N ||'EI_'-|I'_EI!.__I ___________ P N
Level ]
H(E) H(E) H(E)
Valence Band |- Valence Band |- Valence Band |-
o [=] o
No electrons can be above the valence At high temperatures, some electrons
band at OK, since none have energy can reach the cenduction band and
above the Fermi level and there are contribute to electric current.

no available energy states in the band
gap.
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Dotierung in Halbleitern

Zusatzliche Ladungstrager in Halbleiter (n # p) :

o Gitterdefekte
e Unreinheit
e Fremde Atome

Fremde Atome kdnnen absichtlich im Gitter eingebaut, um Elektron oder Locherdichte zu erhdhen.
Donator — Elektron abgeben (n-typ)
Akzeptor — Elektron akzeptieren (p-typ)

Ob ein Fremdatom ein Donor oder Akzeptor ist, hdngt vom Halbleiter ab. Si hat 4 Valenzelektronen
um Bindungen mit benachbarten Atome zu bilden.

5 B 6 C 7 N
Boron Carbon Nitrogen
262 251
13 ! I 14 S, P
Aluminum Silicon Phosphorus
270 233 122

Gal| Ge| As

Gallium Germanium Arsenic
52 532 572

15

3
5.

2001 HowstultWorks

Man kann ein Si-Kristall mi P, As, Sb dotieren (5 Valenzelektronen). Ein ungebundenes
Elektron/Fremdatom wird im Gitter abgegeben (n-Dotierung). Das Elektron ist im Leitungsband, und
weil die Elektronenverteilung im System sich dndert, bewegt sich das Ferminiveau energetisch nach
oben — Richtung Ec Kante.

N-Type
,"‘."-‘
S o Conduction Band
: N Y Donor impurity
[ ] Sl .ﬁ contributes
. ‘_7.A_f‘rfae electrons Farmi= o e s e s o 8 68 &8
’ ; level
. IR Extra
. s electron
T W g energy
' ! K levels
Antimony g F .
added as ‘ Sl ’
impurity . N'T‘},"pe

.

Wenn man das Si-Kristalla mit Al, Ga, Br (3 Valenzelektronen) wird ein Loch im Valenzband erzeugt.

P-Type Conduction Band
. ceeptor
¢ Si & noe
e q/.
N U 0000000000 ;
¢ SiiiBiiSi e ~ e
B
-,_._“ :" eea=® “‘I ~..,“
E»orznas .. Sl ,
oty P-Type
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Fremdatome machen neue elektronische Zustande in der Bandliicke. Man unterscheidet zwischen
,Flache” Storstellen und ,tiefe” Storstellen. Bei kontrollierter Dotierung sind es flache Storstellen, die
bei Raumtemperatur ionisiert sind.

eVi

CB[ 1 [ ]

Die Dotiereffizienz (ionisierte Fremdatome/Alle Fremdatome) kann durch das Modell des H-Atoms
bestimmt werden.

Im Vakuum ist die Energie, um ein Elektron vom Grundzustand zum n-Niveau anzuregen
B me*
" 8s,°h?n?
Und die lonisiationsenergie ist 13.6 eV.

Fir ein Fremdatom im Halbleiter ist die lonisationsenergie

m*
2 2
me,” &,

&, — &4 =13.6

Cc

Wo m* = effektive Masse, Eps_r = Dielektrische Konstante des Halbleiters (Si ~ 12). Nach lonisation
ist das Elektron/Loch vom lon durch r getrennt. r hangt vom Eps ab.

Wegen dem Quasi-Gleichgewicht im Halbleiter, ist die Gesamtladung durch die Dotieratome
bestimmt.

n~Ng" ~ Ng
P~Ns — N,
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Tiefe Storstellen werden unbeabsichtigt im Gitter eingebaut, und verursachen elektronische
Zustande tief in der Bandliicke. Ladungstrager werden von solchen Storstellen gefangen, und die
Leitfahigkeit des Halbleiters beeintrachtigt.

Der pn-Ubergang
Ein Ubergang zwischen p und n dotierten Halbleiter ist eine sehr interessante Struktur. Wenn man

ein n-Typ mit p-typ kontaktiert, fliessen Elektronen vom Elektronreichen zu Elektronenarmen Bereich
(ausgleich der Ferminiveaus zwischen Materialien).

Befor der Kontaktierung

n-Typ p-Typ
Eg Ec
...................................... Efn
______________________________ Ei
E ......................................
fe Ev
Direkt nach der Kontaktierung
E
- o & o —
— Ec

—%43 4 &

Zwischen p und n Bereich “rekombinieren” die Ladungstrager. Die Elektronen relaxieren zum
Valenzband, und der Bereich ist die ,Verarmungszone”. Das fiihrt dazu, dass das System zum
Gleichgewicht kommt.

After contact (in equilibrium)

&
E & ‘__'& ) T eV

2
<

Diffusion + + Drift
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Wichtige Punkte (iber den pn-Ubergang

e EFist konstant tiber den ganzen Ubergang (ein System von Elektronen, f(E) hat keine
Sprunge)

e Fihrt zu ,Bandbiegung” im Bezug zu Evakuum

e Es gibt ein Potential zwischen p und n-Bereich, dass durch die Differenz in Energie zwischen
Ecn und Ecp (oder auch Evn und Ecn) bestimmt ist

e Elektronen im n-Bereich miissen eine Energiebarriere Gberwinden, um zum p-Bereich zu
fliessen (umgekehrt so auch fir die Locher) — kein Stromfluss im Gleichgewicht

Der Strom (iber den pn-Ubergang besteht aus Diffusion (von groRBer Konz. Zu kleiner Konz.) und
Driftstrome

- di 8” 5 =dri
" =e(D,-D, ) J"™=e(nu, + pu,)E,

D - Diffusionskoeffizient

Im Gleichgewicht ist der Gesamtstrom iiber den Ubergang null. Die Beitrige gleichen sich aus, bei
Diffusion bildet sich ein Feld, und umgekehrt, so dass kein Strom fliesst.

Wir kennen den Driftstrom von metallischer Leitfahigkeit schon. Diffusion ist was besonders fiir
Halbleiter.

Die Einsteinrelation gibt das Verhéltnis zwischen D und p.

D, =——u,
€
ksT

Halbleiter in Quasi-Gleichgewicht

Was passiert, wenn eine Spannung angelegt wird oder der Halbleiter beleuchtet wird?

Thermalisierung passiert auf kurzen Zeitskalen (fs) — das ist die Relaxion von Ladungstrager in
Energiebander.

Rekombination (Relaxation zwischen Energiebdnder) passiert auf langen Zeitskalen (ms).

- EFi m
KT ) B

Fi EFp) @@ w@oa0 &

kT

Die Anderung in n und p sind dann

n=n0+5n=niexp(EFn

E
p:po+a3:niexp(

Wo Eg, und Eg,sind die Quasi-Ferminiveaus..
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PN-Dioden
Durchlafrichtung Sperrichtung

el
[(U) = (I§" + I5°") (f?k??' - 1)

Sperrichtung

Mit einer angelegten Spannung spalten die ,,Quasi-Ferminiveaus” der Elektron und Locher auf (nicht
mehr im Gleichgewichtszustand).

Standard diode symbol
P-type end N-type end

~

0 | T + P -
V— - P +
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PN-Solarzelle

e Pn-Diode unter beleuchtung
e Ladungstrager — Diffusionstransport von ,,Minoritatstrager”
e Licht wird absorbiert, Elektronen im p diffundieren zum n-Bereich und umgekehrt

) ) Minority carrier
Majprity carrier

B SN

Minority carrier Majority carrier

The equivalent circuit and |-V
characteristic of a solar cell
compared to a diode

dark
{diode)

The |-V characteristic of a solar cell
with the maximum power point
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Kristallstruktur
Bis jetzt haben wir den Einfluss der Kristallstruktur nicht explizit bertcksichtigt. Kristallsymmetrie

bestimmt viele wichtige Eigenschaften

o Elektrische und thermische leitfahigkeit
e Magnetismus

Wegen der Periodizitat des Gitters miissen wir nur die , Einheitszell“ bestimmen. Die Einheitszelle ist
die kleinste Zelle im Gitter, die die Symmetrieinfo beinhaltet.

Gittersymmetrie

Perfekte Kristalle zeigen Translationsinvarianz. Wir ignorieren erstmal die Atome im Gitter und
beriicksichtigen nur regelmassige Punkte im Raum. Es ist moglich alle Punkte mit einem

Verschiebungsvektor (T) zu verbinden:
C

@ T =na+n,b+n,c a

a, b und c sind Einheitsvektoren (mit entsprechenden Winkeln) und n4, n, and n3 sind ganze Zahlen.

Der Satz T verbinden Punkte im Gitter mit gleicher Umgebung (zB r and r’)

(2) T+r=r

Gitter die Gleichung (1) und (2) erfillen sind Bravais Gitter Ein Bravais-Gitter ist ein unendliche
Anordnung von Punkten und alle diese Punkte sind aquivalent in dem Sinne, dass von jedem Punkt
ausgesehen diese Anordnung vollkommen identisch aussieht

e 2D -5 Bravais Gitter
e 3D - 14 Bravais Gitter

2D Bravais Gitter
a) |al=|b]|; ¢ =90° (Quadratisch) b) |al§|b]; @ =90° (Rechteckig)
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c) |al=|b]|; @ =120° (Hexagonal) d) |a]#]|b]|; ® =90° (Zentriertes Rechteck)

|
. R
|
|

e e e - - ‘___y

Fir d) das zentrierte Rechteck ist ein Einheitszelle aber nicht die primitive Zelle (kleinstes Volume).
Die Einheitszelle beinhaltet die ganze Information des Gitters. Es gibt Falle wo es praktischer ist ein
Einheitszelle zu wahlen die nicht die primitive Zelle ist.

Beispiel: Welches ist ein Bravais Gitter? (Wabenstruktur vs zentrierte Wabenstruktur)

Die zentrierte Wabenstruktur ist ein Bravdis Gitter — man kann das Gitter mit Gleichung (1) und (2)
rekonstruieren. Mit der Wabenstruktur ist das nicht moglich. Beistpiel fir ein Wabengitter —
Graphen.

3D Bravais Gitter

In 3D gibt es viel mehr Symmetrieoperationen als in 2D. Symmetrieoperationen

e Translation (von allen Gittern erfuillt)
e Spieglung
e Rotation

e Inversion

Es gitb 7 Symmetriegruppen mit einem oder meheren Bravais Gitter. Das ergibt 14 mogliche Bravais
Gitter.
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Das einfachste Gitter ist Kubisch a = b =c, und alle vektor orientiert 90° zu einander. Wir schauen
die 3 kubischen Gitter in Detail an:

P (Primitive)

| (Body) F (Face)

(0,1) (0,1) (0.1)

o' (112)

Volume der EinheitszelleV=axb.c

Flr die Einheitszelle werden die Punkte (Atome) zwischen benachbarten Zellen geteilt. Zum Beispiel,
1/8 der Eckbasis im kubischen Gitter zahlt zur Gesamtzahl der Atome in der Zelle.

Einfach kubisch Raumzentriert Flachenzentriert
Volumen der a3 an3 a3
Einheitszelle
Anzahl der 1 2 4
Gitterpunkte /
Einheitszelle
Volumen der a3 % a3 % a3
primitiven Zelle
Anzahl der nachsten 6 8 12
Nachbarn

Die Gitter werden komplizierte wenn die relative Langen von a, b und c so wie die Winkeln zwischen
den Vektoren variieren kénnen.

In der Tabelle alle 7 Symmetriegruppen mit den 14 Bravais Gitter sind aufgelistet
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Name des Achsenwink Zugehorige Bravaisgitter
Kristallsystems el (gelegentlich sind nur "sichtbare” Gitterpunkte (= blaue
Lange der Kreise) eingezeichnet)
Basisvektoren
Kubisch a=B=y=
ai=az =as 90°
=a
Gitterkonstante kubisch- kubisch- kubisch-
primitiv raumzentriert flachenzentriert
Tetragonal a=B=y=
di;= dy # az 900
Tetragonal- Tetragonal-
primitiv raumzentriert
Hexagonal a=p =90
“3.1: dy # a3 Y= 1200
Ublich: az=c¢
Hex. Ebene =
Basisebene
Hexagonal (EZ
ist erganzt um
hex.
Symmetrie zu
zeigen)
Rhomboedrisch a=p=y#
oder 90°
Trigonal
ai;=d; = ag
Rhomboedrisc
Othorhombisch a=B=y=
ar#as#as 90°

M i
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Orthorhombisc

Orthorhombisc

Orthorhombisch-

h-primitiv h-raumzentriert || basisflachenzentrie
rt
Orthorhombisch-
flachenzentriert
Monoklin a=p=90°
a;#a, #ag y # 90°
Monoklin- Monoklin-
primitiv basisflachenzentrie
rt
Triklin axB#y#
iy #dy # a3 900
Triklin
Kristallgitter

Ein Kristalgitter besteht aus einem Gitter und einer Basis.

Basis — die Bausteine des Kristalls — Atome, Molekdile, etc. Die basis kann einzeln oder verschiedenn
Atome/lonen beinhalten (e.g. NaCl).

Echte Gitter variieren stark in Volume, Packungsdichte, Symmetrie an hand die verschienden

Basismaterialien.
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NaCl — Bravais Gitter

Flachenzentriert (fcc) (typische Struktur fir Salz)
Die Basis hat ein1 Cl- und 1 Na+ lon

Cl-: (000,% % 0,%0%,0% %)

Na+: (%2 % %, 00%, 0%0, ¥ 00)

a =5.64 Angstroms

Diamantstruktur — Kein Bravais Gitter

Beispiele: Diamant, Silizium, Germanium.

|

.
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® C1
@ Na®

NaCl

Das ist nicht ein einfaches Bravais Gitter, und es ist nicht moglich die Einheitszelle zu wahlen, so dass
es nur 1 Atome beinhaltet. Die Struktur besteht aus verbundenen 2 fcc dhnliche Strukturen — ein

fangt bei 000 an, und die 2te ist rotiert und verschoben um %%%:

0

Der Grundbaustein ist ein bcc ohne 4 Eckepunkte. Dies and then build the lattice with this building

block

4{

al2

}_i

——p

CUBE SIDE a (A)

ELEMENT
C (diamond) 3.57
S 5.43
Ge 3.66



Experimentalphysik fiir Lehramtstudenten 60

Graphite

Graphite besteht aus mehere Schichten Graphen. Die Einheitszelle ist ein Wabbenstruktur (kein
Bravais Gitter)

(from electronics cooling)

Das Gitter ist hochst anisotropisch. Die physikalische Eigenschaften von Graphit sind stark abhangig
von der Richtung der Einheitsvektoren. Kohlenstoff kann als Diamant, Graphene/Graphit, Fullerenen,
usw vorkommen.

Millersche Indizes

Statt die Basis werden haufig in der Kristallograpie die Kristallebene benutzt, um die Kristallstruktur
zu beschreiben. Die Kristallebene kann durch 3 Punkte beschrieben werden. Die Punkte sind die
Axenabschnitte wo die Kristallebene die Einheitszelle schneidet. Die Kristallebene zeigen
Translationssymmetrie (es gibt einen Satz von dquivalente Ebene in einem Gitter)

Millersche Indizes werden benutzt um die Kristall oder Gitterebene zu bezeichen:

e Die Zahl von Millersche Indizes ist gleich die Dimension des Gitters

h,k,| sind die Indizes die die Ebene beschreiben
(h,k,1) ist ein Punkt im Gitter

(hkl) ist eine Ebene im Gitter

<hkl> ist eine Richtung

{hkl} iste eine Familie dquivalenter hkl-Ebenen
h,k,I werden nach r = ha + kb + Ic so gewahlt, dass h,k,| ganzzahlig sind, zB (1, %, %) = (4,3,2)
und die kleinste Zahlen so dass das Verhaltniss zwischen den 3 bleibt. Negative h,k,| werden

mit Strich markiert
Um die hkl-Werte fiir ein Ebene zu bestimmen

e Bestimmen die Achsenabschnitte der Ebene
e Reziprok von Achsenabschnitt nehmen (zB o= = 0)
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Millersche Indize vereinfachen die Beschreibung einer Ebene.

Betrachten wir die Ebene oben. Die Ebene kann beschrieben werden durch

Punkte: A, B, C

Dimensionen: |OA| =n1, |OB|=n2, |OC| =n3

Einheitsvektoren: a, b, ¢

So, dass die Ebene mit Punkten A, B,C ist

(nl1a,n2b,n3c)

Oder

h:k:l=n"':n':n;*

Wo h,k,| die kleinste Zahlen sind, die das Verhaltniss zwischen den Reziprokenvektor wiedergeben

NaCl NaCl (220
(200)

Der Vektor dhkl ist senkrecht zu den hkl Ebene

Manche Ebene sind wegen Symmetrie dquivalent, z B fiir ein kubisches Kristall (100) (010) und (001)
sind in der Familie {100}
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Kristallbeugung

Um die Struktur eines Kristalls zu bestimmen werden Licht oder Materiewellen mit einer Wellenlange
~ atomarer Abstand (10”-10 m) benutzt. Die Beugung diese Wellen ergibt Information tber die
Kristallstruktur.

Braggbedingung
Wir eine Netzebene. Wenn Licht auf die Netzebene fillt, und elastisch gestreut wird, beobachten wir

konstruktive und destruktive Interferenz der Strahlung abhangig von Einfallwinkel, Wellenlange und
Netzebeneabestand.

e Monochromatisches Licht

e Theta Einfall = Theta_Reflexion

Reflektiertes Licht folgt einen Pfad, der langer ist bei
@3 2dsin@
Konstruktive Interferenz findet statt wenn die Pfadlédnge d

@ 2dsin@=nA

Wo n eine ganze Zahl ist. Das ist die Bragg Bedingung

Rontgenbeugung

Rontgenstrahlung hat eine Wellenlange ~ a. Die Energie ist

_he
A

(5) E

Fir Rontgenstrahlung mit A = 1 A, die Energie ist 12 000 eV (eV = 1 J/C ist die benétigte Energie um
ein Elektron durch ein Potential von 1V zu bewegen).

Bei diesen Energien konnen die Rontgenstrahlen ziemlich tief ins Kristall eindringen, um
Strukturinformation zu bestimmen. Die Rontgenstrahlung wechselwirkt primar mit Elektronen im
Atom, aus diesem Grund sind schwere Atome leichter zu detektieren.

Aus Réntenbeugung bekommt man die (hkl) Information (Kristallstruktur)
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Messung
- - - -
".- ""h..‘_\
: ~
-~ *
s Y
X-ray X-ray
source 7 detector
' — |29 )
!
\ sample Y,
L1 -
x stage J
"I. £
% 4
"’b ,I
\\ .‘J‘
~ o

-
- -
i

Rontgenwellenlange wird konstant gehalten bei A

Probe wird Rotiert damit 6 variert

Ein Signal wird fir eine kristalline Probe bei 2dh|<| sin@ =nA detektiert.
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Calculated_Profile_00-005-0490

20 —

110
102
200

111
201

10

T T T
35 40 45

Position [°2Theta] (Copper (Cu))

Atomische Streuung Faktor

Das bedeutet, dass der Einfallwinkel ein Einfluss hat bei der
Messung. Bei groBem Winkel ist wirkt das Atom wie eine
Punktladung, und beim kleinen Winkel streuen die
Rontgenstrahlen unterschiedlich stark.

Ai
o
o
|
50
Rontgenstrahlen wechselwirken mit den Elektronen und A ~ mit
dem Radius der Elektronorbitalen.
/7\/?\' )
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if Az 2y 2 sinf[4zr (sin 49)//1]dr
n=1 0 A4zr(sin @)/ A

Wo Z = Elektronenzahl , ¢ = Radiale Komponent der Elektronwellenfunktion, r = Radius

Bei

sin@=0—>f

fist eine Korrektur, die Atomische Streuungsfaktor fiir klein Winkelmessungen.

Beispiel
CsCl Kristall - 1 Cl- and 8 x 1/8 Cs + lonen. Besteht aus 2 primitiven
® c— kubischen Gitter. Die Atome sind so positioniert, dass die Rontgenstrahlen
- e ot 90° Phasenverschoben sind. Wen Cl und Cs genau die gleiche atomische

Streuungsfaktor hatten, wiirde kein Rontgenstreuung beobachtet werden.

unit cell Cesium Chloride

Struktufaktor Fyy

Kristalle bestehen nicht immer aus einer homogenen Basis. Fhkl berticksichtigt die raumliche
Verteilung der Basisatome.

Die konstruktive/destruktive Interferenz der Atome kann unterschiedlich sein, und das verzerrt die
Beugungsdaten.

Beispiel Ein Kristall mit 2 Atome in der Basis.

Ein Atome ist Adj aus der Ebene verschoben, — . - —"' —‘—¢ -

wird ein Phasenunterschied erzeugt:

©®; =27, /d, _‘_—.-——.—_
-9--0-0-

Um den Effekt zu beriicksichtigen wird die Strukturfaktor Fhkl benutzt.

(7) Fhkl = z'j\l:l fJ e)<p(iq)1)
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Reziprokgitter

Kristall — Gitter + Basisi, Lange m, Vektorr

Reziprokgitter — Punkte im Reziprokraum, Linge in m™, Wellenvektor k = 2rt/A dy ist auch ein Vektor
im Reziprokraum, und beschreibt den Inversenabstand zwischen Gitterebene

Wo A ist die Wellenldnge von Elektronen, Phononen
Reziprokgittervektoren

Ein Vektor im Raum

r=na+n,b+n,C

Der Reziprokgitter
FA = * N & = *
9 r*=ma*+m,b*+m,C

Wo a*, b* und c* sind die Einheitsvektoren im Reziprokraum. Diese Vektoren haben klar definierte
Langen und Orientierungen in Bezug zu a, b und c.

Orientierung von a*, b* und c*

a* ist senkrecht zu den realen Vektoren b, c; b* ist senkrecht zu, c; und c* ist senkrecht zu a, b. Aber,
die Orientierung von a und a* sind sonst unabhangig.

(100 a*eb=a*ec =b*ec =b*ea=Cc*ea=Cc*ebh =0

Ein Beispiel flr ein 2D Gitter und Reziprokgitter:

I
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Lénge von a*, b* und c*

1) H*eg=b*eb=C*eC =1

Ein “groBes” Gitter im realen Raum ergibt ein kleines Gitter im Reziprokraum .

Wir kénnen allgemeine Definition fiir a*, b* und c* schreiben

—
— —

12) é*:bxc ;6*:C><a;6*:a><b

V V V
Wo das Volume der Einheitszelle ist
V =aebxC

Der Reziprokvektor g im Bezug zu d (Abstandzwischen Gitterebene), Punkt O und A

Ghki
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Phononen

Die Atome in einem Gitter sind nicht fest, und konnen wegen thermische Energie sich bewegen.
Wegen der Periodizitdt des Gitters, sind Gittervibration wellenartig (die, die nicht periodisch sind
werden schnell gedampft).

Longitudinale Wellen — Teilchen bewegt sich parallel zur Welle (niedrigere Energie)

° —

Transverse Welle — Teilchen bewegt sich senkrecht zur Welle (hohe Energie). Dazu gibt es 2
moglichkeit fiir diese Bewegung

$\. I »
Die Geschwindigkeit einer longitudinale Welle ist durch die Schallgeschwindigkeit beschrieben
_ _ 1/2
v, =Af =(B,/ p)

Wo B, ist die Steifheitkoeffizient, und p ist die Dichte

Anisotropie kann das verfalschen, aber stimmt fiir viele Materialien

Material Crystal Atomic Density p Stiffness Predicted Experimenal
Structure spacing (A)  (kg/m?) Coeff. (Bs) Vo (m/s) Vo (m/s)

Na BCC 3.71 970 0.52 2320 2250

Cu FCC 2.55 8960 13.4 3830 3880

Si Diamond 2.35 2330 10.1 9150 6600

Ge Diamond 2.44 5360 7.9 5400 3830

Ein Phonon (Gittervibration) kann beschrieben werden durch
e Geschwindigkeit v
e Wellenlange/Wellenvektor k| = (2mt/A)

e Frequenz w = (2rtf) = (vk)
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Phononenstatistik und die Warmekapazitat

Phononen kénnen durch eine Dispersionsrelation (E vs k) beschrieben werden, zB fiir A >>r, . Flr
sehr kleine Wellenldnge (grofRe k) andern sich die Wellenbewegunge sich mit der Zeit (dispersiv) und
werden gedampft.

Phononen spielen eine wichtige Rolle in der Warmeleitfahigkeit

- Transport von Warme

dQ _ a9l
dt dx

Q- Waérme, t — Zeit, K— Warmeleitfahigkeit, A- Querschnittsflache, T — Temperatur

Der Zusammenhang zwischen ortliche und zeitliche Anderungen in T im Kérper ist

dT K d°T
dt pc dx®

p — Dichte, c — Warmekapazitat des Kérpers und ist definiert als

dQ

C=cm=—7
dT

Parameter um materialspezifische Anderungen in T zu beschreiben
Classische Beschreibung von C
Es ist intuitiv, dass Phononen eine Rolle bei der Warmeleitfahigkeit spielen.

Die Energie der Atome im Kristall (nach der Aquipartition) ist
E = Ekin + Epot
1 1 1 1 1 1
E==mv; +=mv] + =mv; + = kx* = ky* = kz°
2 2 2 2 2 2

U= 6(% k,T)=3K,T

So fir ein Kristall mit N Atome (Petit-Dulong)

C =a—U=3Nk
oT

\%

Das ist unabhangit von Temperatur.
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Allerdings experimentell wird was anders beobachtet

- hohe T-Cv~ T unabhingig
- niedrige T-Cv~T°

Wo kommt die Temperaturabhangigkeit her?
Phononen als Quantenteilchen

Gitterbewegungen kénnen selber klassisch beschrieben werden. Die entstehen aber durch

70

Wechselwirkunge mit Quantenteilchen (Elektronen, Photons). Deshalb ist die Energie der Phononen

auch quantisiert.

Das Einstein Modell

Einstein hat Plancks Arbeit an schwarzen Kérper/Strahlung auf Phononen lUbertragen. Ein Festkorper

besteht aus N identische harmonische Oszillatoren im Gleichgewicht. Die Oszillatoren haben Energie

E=%0

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Oszillator E = En hat ist

exp(—E, /KT)

o0

> exp(—E,/kT)
n=0

P(E) =

Und die mittlere Energie eines Oszillators mit Frequenz w ist

S E, exp(—E, /KT) "
(BE)=-"2 = -
S exp(~E, /KT) lexp (—hw/ KT) —1]

Die mittlere Zahl von Oszillatoren mit w ist

(n)= =
 [exp (e /kT) —1]

Einstein hat angenommen, dass die N Atome 3N Vibrationsmoden (x,y,z) haben, und dass alle
Oszillatoren unabhédngig von einander Frequen w, haben, und w hangtvon T ab

B 3N%Zw
 [exp(rew/kT) —1]
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So

ouU (hoo ! KT)? exp (/! KT)
== —3NK .
oT lexp (7w / KT) —1]

C

\

Where the 2™ term in the expression is known as the Einstein function.

Qualitativ gute Ubereinstimmung mit Experiment. Die Annahme, dass alle Phononen die gleiche
Frequenz besitzen ist eher unrealistisch.

Das Debye Modell

Im Debye Modell konnen die Oszillatoren Frequenzen von 0 — wn,, besitzen. Die Zahl der
verschiedenen Moden ist durch die Zustandsdichte g(w) bestimmt so dass

3N = j g(w)dw
0

Die Systemenergie ist

U_O]L“ ho-g(w)do
2 [ep (o kT) —1]

Was ist g(w)?

Wir nehmen an das akustische (niedrige Energie) Wellen das Spekrum dominieren. Die
Wahrscheinlichkeit flir hohe Energie Moden ist gering, so wir kdnnen die vernachlassigen.

vV, =Af =—
k

Und in 3D haben wir (Gesamtzahl von Moden)
4 s
§ 7Z'k

N (K)= - k®

27T ° 6r’

L
1_i(1 1 1
v, 3lvxd vy vz
L3
N (@)= 27r2V3a)3
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Und die Dichte von Moden

1 N (a)) 3 2

9(@ )_v dew 27%°

o

Und dann die Bedingung, dass alle Vibrationsmoden ergeben
wm
2 3
3N/V = [ g(w)dw= (3w /22%,%)
0

wp ist die Debye-Frequenz, ein Materialparameter. Haufiger wird aber die Debye-Temperatur
verwendet:

QD - (ha)D / kB) = (hvo / kB)(Gﬂ'ZN /V)1/3

Das ist die ,, Temperatur”, die das klassisches Verhalten und Quantenverhalten der Phononen trennt

So

“° o’dw
U= j
2722 )2 [exp(har I KT) —1]

Wenn

X = (hew ! k,T)

(0p /T)

U — ONK,T* _[ x>dx
veo,’® > [exp(x) —1]

und

c _[a_u j _(QNkBT3](€DJ-/T) x"e"dx
et L Ve ) g [ee(0-1f

Flr hohe Temperaturen ergibt das (Dulong and Petit)

C, = 3Nk;
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Und fir niedrige Temperaturen kriegen wir

00 X3 72_4
;[exp x—1 15
o _12Nky (T

- VAR WX
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