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Anknupfung an letzte Vorlesung

Axiomatische Defintion: | For all A c S, P(A) >0
P(S) =1
If ANB=0,P(AUB) = P(A) + P(B)

bedingte Wahrscheinlichkeit:
A gegeben B (mit P(B) #0) | p( 4| B) = P(A(ﬂ)B)
P(B

Bayes-Theorem
P(A|B) = = (BIL‘?})BI)D (4)




Interpretation der Wahrscheinlichkeit

2 Schulen:
a) Frequentisten / Klassische Wahrscheinlichkeit
b) Bayesianer / Subjektive Wahrscheinlichkeit

Frequentisten: Wahrscheinlichkeit = Grenzfall der relativen Haufigkeit

Anzahl der Ergebnisse A in n Messungen

P(A) = lim

N—00 T

Nur anwendbar auf wiederholbare Ereignisse/Phanomene
Keine Aussagen uber wahre Werte

Bayesianer: Wahrscheinlichkeit = Grad des Glaubens (Zuversicht),
dass Hypothese A wahr ist

Kann allem Wahrscheinlichkeiten zuordnen.
Apriori Wahrscheinlichkeit im Prinzip beliebig.



Bayesianische Statistik: Generelle Philospohie

In Bayesianischer Statistik: weise “subjektive Wahrscheinlichkeit”
= “"Grad des Glaubens” den verschiedenen Hypothesen zu:

Wkt. solche Daten zu beobachten unter

der Annahme der Hypothese H (the likelihood)
\_’ _—~ A-Priori-Wkt., i.e.
P($|H)7T(H) vor der Datennahme

P(H|T) =
7 (H|7) [ P(Z|H)w(H)dH
Eﬂsstﬁgﬁz_yk;érl'gépea;h \ Normierung beinhaltet Summe
9 uber alle moglichen Hypothesen

Bayes-Theorem hat einen “"wenn-dann”-Charakter:
Wenn Ihre A-Priori-Wkt = (H) waren, dann sagt es Thnen wie diese
WKkt. sich im Licht der Beobachtung/Daten andern.

Keine generelle Regel flir Wahl der A-Priori-Wkt! >Subjektiv!



Bemerkung zu zwei Schulen

Subjektivitat in der Annahme der A-Priori-Wahrscheinlichkeit in

der Bayesianischen Schule erscheint vielen als nicht “wissenschaftlich”.
Das ist falsch! Aber Abhangigkeit von A-Priori-Wahrscheinlichkeiten
enthalt gewisse Beliebigkeit.

Haufige Annahme: flach=gleichverteilt
Aber in welcher GroBe?
z.B. Erkrankung unabhéangig vom Alter oder proportional zum Alter?

In Physik (Naturwissenschaften) frequentische Interpretation
oft nitzlicher, aber subjektive Wahrscheinlichkeit kann eine
“naturlichere” Behandlung nicht wiederholbarer Messungen/
sich nicht wiederholender Phanomene liefern:
z.B. - systematische Fehler

- Wahrscheinlichkeit, dass ein neues Phanomen existiert, ...



Kapitel 1

Grundlegende Konzepte der
Wahrscheinlichkeitstheorie

(Fortsetzung)




Zufallsvariablen und Wkt.dichteverteilungen

Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine numerische Charakeristik,
die einem Element der Grundgesamtheit zugeordnet wird.
Z\ konnen diskret oder kontinuierlich sein.

Annahme: das Ergebnis eines Experimentes ist kontinuierliche ZV x
Wkt. Daflr, genau den Wert x; zu messen ist beliebig klein.

Wahrscheinlichkeit z im Intervall [,z + dx| zu erhalten = f(x)dx.

— f(x) = Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

f - f(x)dr =1 x mussirgendwo sein
— D

Fur diskrete Zufallsvariable mit Ergebnissen x; mitz.B. /=1, 2, ...

P (ﬂ%) — Pi  Wahrscheinlichkeits-Massenfunktion

Z P(ﬂfz) =1 X muss einen der moglichen Werte annehmen
()



Approximative WDF aus Histogramm

WDF = Histogramm mit

unendlich vielen Eintragen | = ]
(unendlich groldes Sample), L

und verschwindender (0) Binbreite |
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Kumulativerteilung

Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis kleiner oder gleich x zu erhalten

xTr
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Das Quantil x,, ist der Wert der ZV x fur den die Wahrscheinlichkeit, dass
die Messung einen Wert kleiner x_ ergibt gerade o ist.

Flz,) = /_ " fa)de = o = 2 = F-(a)

Das Quantil zu a=0.5 ist der Median x;,
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Multivariate WDF: mehrere Zufallsvariablen

Ergebnis des Experiment wird durch
mehrere Observablenwerte

charakterisiert, z.B. einen |
N-komponentigen Vektor: (x, ... x,) 6 L. ot
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P(ANB) = f(x,y)dzdy 2 B

= e dx

Gemeinsame WDF f(x,y) x

f(x,y)dxdy = Wahrscheinlichkeit, dass € [,z + dz| und y € [y, y + dy]

Normierung: /---ff(:cl,...,:cn)dml---d:cn =1



Marginal-WDF oder Randverteilung

Manschmal interessiert uns nur
WDF fur einige oder eine der 10

Zuvallsvariablen: 4 Jeventd —
8 L ,
P(A) = P(AN B; .
( ) ; ( ’L) 6 s * A% :1. ,.:
Shehen e
— Z f (33: yz) dy dx 4 ,,{:ﬂ z i T A éventB,.
i s e — :
— [ f(a,y)dyda A
0 1
0 2 4 6 8 10
Integration Uber uninteressante ZV (“Marginalisieren”) i [ J
—» Marginal-WDF oder Randverteilung Jo@) = /_m f(@,y)dy

fi1(z1) = f“-/f(ifl,---,mn)dwz--.dmn fy(y)zf_Zf(ﬂ:;y)dm

X, X, sind unabhéngig, genau dann wenn gilt f(z1,z2) = f1(z1) f2(z2)



Marginal-WDF oder Randverteilung

/(x)
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1 Marginal-WDF oder Randverteilung:
4 aus Projektion der gemeinsamen
WDF auf eine der ZV-Achsen

10




Bedingte WDF

Manchmal soll eine der Zufallsvariablen in der gemeinsamen WDF
konstant gehalten werden.

Erinnerung an bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(ANB) _ f(z,y)dxdy

PEIN="50 = f@)d
. _ _ f(=,y) _ f(z,y)
— bedingte WDF:  h(ylz) = OB g(zly) = )

Bayes-Theorem wird zu:  g(z|y) = h(yjlfsz;(x) _
y\Y

Erinnerung: A, B unabhangig, wenn  pP(AN B) = P(A)P(B) .

—» x, y unabhangig wenn  f(z,y) = fu(@) fy(y) -



Bedingte WDF (Fortsetzung)

Beispiel: : aus gemeinsamer WDF f(x,y) werden
bedingte WDFs h(y|x,), h(y|x,) bestimmt
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- behandele eine der ZV als konstant in gemeinsamer WDF

- teile die gemeinsame WDF durch die Margnial-WDF der
Variablen, die konstant gehalten werden

- was ist Ubrig bleibt ist bedingte WDF mit korrekter Normierung



Marginal- und Bedingte-WDF
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Funktionen / Transformation von Zufallsvariablen

Ein Funktion a(x) von einer ZV x ist selbst ebenfalls eine Zufallsvariable.
Annahme: ZV x folgt einer WDF f{(x)

Betrachte Abhangigkeit/Funktion: x> a(x).

Was ist die WDF fur die ZV g(a)?

X
g | Sinnvolle Bedingung:
“ (a) d f(2)d
i gla)da = T)dx
] ds
[a.a+da] 5-
I dS = Region im Raum der x-Werte
R R fur die a in [a, a+da] liegt.




Transformation von Zufallsvariablen (ll)

1) a(x) eindeutig umkehrbar Ol -
Forderung: ’

Wahrscheinlichkeit, dass o

ain [a,a + dal af T

= Wahrscheinlichkeit, L

dass xin [z(a), z(a + da)] : =

Falls gilt =(a) > xz(a +da) wire Integral <0 - Betragsstriche

#(a+da) / / :1:(:1)+| g_i |da ! ! dx
sayda=| [ faha| = [ fa')de' = f(x(a)) |7 | da
z(a) x(a) a
dx
Also gilt zusammengefasst: g(a,) - f(:z:(a,)) %




Transformation von Zufallsvariablen (lll)

— — L
S s
T
0.5 o
[a,a+da] 0
R 2
[a,a+da] a as X

Wahrscheinlichkeit im a-Raum g(a)da
Entspricht der im x-Raum f(x)dS




Transformation von Zufallsvariablen (IV)

g(u)

01}

0.2}
I fix)
0.3}
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Analytisches Beispiel

Transformation / Funktion: CL(.’L‘) — 633})(123‘)

1
Wktdichtefuntion fur ZV x:  f(z) = —:L‘ ,x aus [0, 2]

Eindeutige Umkehrfuntion: .’1?((1) — ln(a)
Jakobifaktor / Differential: - —

Und alles zusammengesetzt ....

1 1
9(a) = 5(In(@)*,  odervompae  9(@) = 57




Funktionen ohne eindeutige Umkehrung

(b)

Wenn es keine eindeutige Inverse von

a(x) gibt, dann summiere uber alle L.
dx-Intervalle in dS, die nach da sl ;ﬂ \/
abgebildet werden

dx, =l - - dr,

0 2 4 6 8 10

X

Beispiel: a=z° x=+a, d:rz:lzzdja.
iS = |va,va+ 22|y |-va-
A m] [‘ Tava ]
_ fWa) | f(—a)
g(a) = > + o



Transformation von ZV: Mehrdeutige Inverse




Funktionen von mehreren Zufallsvariablen

Betrachte Zufallsvariablen 7= (z1,...,%n)

Und eine Funktion a gf;’) )

Die Bedingung der Gleichheit von Wahrscheinlichkeiten lautet:

g(a’)da”=/..._/dsf(:rl,...,mn)d:rl...dmn

Wobei dS = Region im x-Raum zwischen den Hyperflachen,
Die definiert werden durch

a(@) =d, a(&) = d + dd’



Funktionen von mehreren ZV: Mellin-Faltung

Beispiel: ZV x, y > 0 mit gemeinsamer WDF f(x.y),
Betrachte Funktion z = xy. Was ist g(z)?

g(z)dz = f...fdsf(m,y)d:rdy

o, O ) dy

Loe) = [T HE

0 ff(f,y)—’“
0 Yy y
(Mellin-Faltung)
' M.Schumacher ~ Stat. Methoden der Datenanalyse Kapitel 1: Grundlegende Konzepte ~ WiSe 2011/2012



Funktionen von mehreren ZV: Fourier-Faltung

Beispiel: 2 unabhangige ZV x, y mit gemeinsamer WDF £,(x) f,(y)
Betrachte Funktion a = x + y. Was ist g(a)?
Anwendung: x Mel3grolle , y Auflosungsvermogen des Messinstrumentes

(a— y-l—da,)
gada = | /( o) £y () dady
— / fm ( )dady
= g(a) = f_ fela —y) fy(y)dy

(Fourier-Faltung)



Mehr zu Variablentransformationen

Betrachte eine Vektor von ZV # = (x1,...,zn) mit gemeinsamer WDF f(Z) .

Bilde n linear unabhangige Funktionen  7(&) = (y1(&),...,yn(T))

Fir die, die inversen Funktionen existieren  21(%), ..., zn(¥)

Dann ist die gemeinsame WDF flur den Vektor der y-Funktionen gegeben durch

9(y) = [J]|f(Z)

dxy Oxj Hx

o Oz O , 2
wobei J die y1  Oyo Y
Oz2 072 o Ox

Jacobi-Determinante ist J = | 7Yt 7Y ‘ifn
O

Eyn

Um z.B.. 91(y1) zu erhalten, integriere (marginalisiere) Gber andere y in g(%/)



Erwartungswerte

Betrachte kontinuierliche Zufallsvariable x with WDF f (x).
Definiere den Erwartungswert (arithmetischen.Mittelwert) als

Elz] = /.cr:f(m) dx
Notation (meist): FE[x] =
Achtung:

E[ ] ist keine Zufallsvariable, keine Funktion der Stichprobe

ist ein linearer Operator auf der Funktion z.B. a(x)=x
Elax + ] = aBlz] +

ist eine Charakteristik der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

ist abhangig von den Parametern der WDF



Erwartungswerte

Fur ein Funktion y(x) with WDF g(y), gilt

Blyl = [yg)dy = [y(@)f(@)dz  (aquivalent)

n-tes algebraisches Moment (n=1 ergibt Mittelwert):

Bl = [ oS =4,

— 00

n-tes zentrales Moment (n>1):




Erwartungswerte (II)

Varianz = 2tes zentrales Moment:

Vie) = Bl —pP) = | (@ - wPf(@)ds Vo] =02

— 00

Viz] = Bl(z — p)*] = E[2°] = 2E[z]u + p* = Bla®] — p*.

Standardabweichung: o = Y/ 02

oy = V[ ﬂ 7

I
7




Erwartungswerte (III)

Weitere zentrale Momente (selten gebraucht):

Schiefe v = sz /o?

misst Asymmetrie der Verteilung:
positiv (negativ) far Auslaufer nch rechts (links)

Wolbung oder Kurtosis £ = /0t — 3

misst Anteil im Zentrum zum Anteil in Auslaufern
relativ zur Gauss-/Normalverteilung

O: fur Gaussverteilung

positiv: fur mehr Auslaufer als Gaussverteilung bei gleicher Varianz
negativ: fur weniger Auslaufer als Gaussverteilung bei gleicher Varianz



Erwartungswerte (1IV)

Schiefe v = ju3/0? 08|
n = E|@-n’] /0" -
= E |27 = 3pa® + 3p’x — pi°] Jo? f(x)
= {E(=*) - 3u [B(a?) — pE(z)] - 4} /o® 04}
_ EB(z*) - 3po? — i i
- o’ ' 02 F
Woélbung oder Kurtosis x = 0.0 —- :
jrajot — 3
fx) O1F
Alle Verteilungen haben 0.01 ]
Mittelwert = 0 und Varianz =1 _
1E-3 24 : .




Kovarianz und Korrelation

Definiere Kovarianz cov[x,y] (oft auch Matrixnotation V, ) als
covlz,y] = Elzy] — papy = El(z — pa)(y — 1y)]

Korrelationskoeffizient (dimensionlos) definiert als
__ cov[z,y]

Pzxy
CT;E{Ty

Wenn x, y, unabhéngig,  f(z,y) = fz(x) fy(y) . dann gilt

Elzy] = / / zy f(x,y) dedy = papy

— cov[x,y] =0 x und y sind ‘unkorreliert’

Bemerkung: Umkehrschluss i. a. nicht wahr.



Korrelation (Fortsetzung)
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Fehlerfortpflanzung

Annahme: wir haben eine Stichprobe der ZVx & = (x1,...,%n)
und wir kennen/schatzen die Kovarianzen

die die Messfehler in the x; quantifizieren Vi;j = cov|z;, ;]

Nun betrachten wir ein Funktion (%) .

Frage: was ist die Varianzvon  y(&) 7

a) WDF f(&) unbekannt
b) WDF f(Z) bekannt-> “orthodoxe” Weg:

nutze gemeinsame WDF f(.’f) um die WDF g(¥) , zu bestimmen.
Dann bestimmte aus g(y) die Varianz V]y] = E[y?] - (E[y])>.

Oft nicht praktikabel, f(Z) nicht vollstandig bekannt.



Fehlerfortpflanzung (II)

Annahme: wir kennen: [ = E[Z]

In der Praxis nur Schatzwert aus der Stichprobe &

Entwickle y(Z') in einer Taylor-Serie bis zum Glied erster Ordnung um i

y(Z) ~ y(i) + i lay

1=1

(z; — ;)

Um die Varianz V[y] zu finden, brauchen wir E[y?] and E[y].

Ely(D)] = y(£)  weilgilt El[z; — ;] =0



Fehlerfortpflanzung (III)

Ely?(@)] ~ v?(@) + 2y(@) Y [%] Elx; — ;]
ilz=p

£l ) (B[]0 w)

i " oy 0
ij=1 LOTiOTj ] z—p

Zusammenfugen der Teilergebnisse liefert Varianz fir ¢ (%)

n AN
al 312’1
Ry [HA) oy, {1 1
o= 1 0x; 0| 4 - Vi=lab| Velom | = (Vo) VaVy
1,7=1 V)l =i
\15:51'1 \6:c:-n/



Fehlerfortpflanzung (IV)

Wenn die x; unkorelliert sind, i.e.V;; = 05_26@ , dann wird daraus

2 ~ Y 2
[

i=1 T=[i
Ahnlich gilt firr einen Satz von Funktionen (%) = (y1(Z), ..., ym(Z))
" |0y O
Yk, OYi
U = covlyp, yil = ) L’:? 5 ] Vij
ij=1 L9 Ol g=ji

Oder in Matrixnotation [ —= AV AL

Oyi
A =
Y lﬁwj]fzﬁ
© M.Schumacher  Stat Methoden der Datenanalyse Kapitel 1: Grundiegende Konzepte ~ WiSe 20112012
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Fehlerfortpflanzung (V): Beispiel 1

Betrachte Sticprobe der ZV x; vom Umfang n.
Die unkorellierten Messungen haben Messfehler: 0% = o7

-

I e
Die Funtion y(xi) ist der Stichprobenmittelwert: y(g:) — T = n Z €Ty
i
Was ist der Fehler auf den Stichprobenmittelwert?

Partielle Ableitungen: OY _ 1

dr; n




Fehlerfortpflanzung (VI)

Die ‘Fehlerfortpflanzungsformel’ sagt uns, wie

Wir die Kovarianzen eines Satzes von Funktionen
7(Z) = (y1(D), ..., ym(Z)) durch die
Kovarianzen der ursprunglichen Variablen —~—
approximativ auswerten konnen. X

y(X)

Limitierung: exakt nur wenn /(&) linear.

Naherung bricht zusammen wenn die Funktion
nicht linear ist in einem Bereich der

Vergleichbar ist mit der GrolRe von o, X

Bemerkung: keine Annhme Uber die WDF von x,
l.e., sie muss nicht die Gauldverteilung sein



Fehlerfortpflanzung (VIl) = Speziallfall

y=uz1+x2 cr§ = 0% + 05 + 2cov[z1, x7]
2 2 2
— 11T s Uy 071 , 02 | 2COV[$11332]
y 1 2 _2 — 2 | 2 |

wenn die x; unkorreliert sind, gilt
addiere Fehler quadratisch fur die Summe (oder Differenz),
addiere relative Fehler quadratisch fur Produkt (oder Quotient).

A Aber Korrelationen konnen dies komplett andern...




Fehlerfortpflanzung (VIIl) — Spezialfall (2)

Betrachte y = x1 — o2 mit

p1 =p2 =10, o1 =02=1, p= 0.
Viy] =12+ 12=2, - gy = 1.4

Nur nehmen wir an, dass p = 1. Dann gilt
V[y]=12+12—2=0,—> oy =0

i.e. fur 100% Korrelation verschwindet der Fehler in der Differenz.

Analog: fur die Summe werden die Fehler linear addiert



Fehlerfortpflanzung (IX): Beispiel 2

Betrachte Messung einer Spur/Trajektorie in Zylinderkkoordinaten r, ¢,? >
Die Messfehler seinen unkorelliert und nes gelte 0 = 0,04, 0

Die Kovarianzmatrix lautet dann:

0 0 O
Vr,qb,z — 0 0'3) 0
0 0 o?

Wie sehen die Fehler in karthesischen Koordinaten aus?

x = T1Cos o
Yy = 1rsin @
z2 =2z



Fehlerfortpflanzung (X): Beispiel 2

Die Jakobi-Matrix der Ableitungen lautet: )
! | . ung n cos¢ —rsing 0

A= |sing rcos¢p 0O
0 0 1

Die Kovarianzmatrix in x,y, z lautet:
oyy® —ojry O
Vigee = AVyg . AT = | —o3zy  o22® 0
0 0 o2

Bem.: - Fehler auf z unverandert
- Fehlerinxy Oy, 0y
abhangig von X,y
korreliert

oL Ty

=1
J¢$J¢y

Die Korrelation ergibt sich zu:  Pxy = —



Charakteristische Funktion

Nutzlich fur Berechungen wie z.B. Momente, Faltungsintegrale, Beweise etc.

Definiert als: ¢, (k) = Elexp(ikx)]

d.h.: charakteristische Funktion ist Fouriertransformierte der WDF:

u(k) = [ " explike) f (z)da

— 2

1 8.9
und Ricktransformation: f(x) = oy / exp(—ikx)py(k)dk.

Wegen Eindeutigkeit der Fouriertrafo gilt:
wenn charakteristische Funktion gleich, dann auch die WDF

™ exp(ikh) - exp(ika)

Fiir diskrete ZV: Ga(k) = Y _exp(ikei)P(ei)  Fi-Fo=y [ “HEE g

T




Charakteristische Funktion (II)

Seien x4, ..., z,, unabhangige zufallsvariablen mit WDFs fi(21), .-, fn(2n)

Betrachte ZV: 2z = ?:1 Z;

D.h.: charakteristische Funktionen zu den f, seinen: ¢1(k1), ..., &n (kn)

Dann ist die charakterischte Funktion ¢.(k) zu z gegeben durch:

o, (k) /_m /;DG exp (ZkZi’z) filxq)...fu(zy)dzy...dzy,

=1
00

= /_ eXP(ikml)fl(ml)dml---[ exp(ikzn) fr(2n)day
¢1(k)...on (k).

i.e. durch das Produkt der charakteristischen Funktionen



Charakteristische Funktion (III)

Das m-te algebraische Moment der WDF ist berechenbar uber

O u (k)| O explika) f(a)
——¢z(k) | g = T exp(tkx) f(x)dx
dk v dk™ J_o -
o0
= im/ " f(x)dx
—00
= "l .

d.h. als m-te Ableitung der char. Funktion bei Null.




Kapitel 2

Katalog von ausgewahlten
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen




Binomial-Verteilung

Betrachte N unabhangige Messungen/Experimente (Bernoulli-Versuche):

Ausgang jedes Experimentes ist entweder "Erfolg” oder “Misserfolg”
Die Wahrscheinlichkeit fur Erfolg (Misserfolg) sind p (1-p)

Definiere diskrete ZV als Anzahl der Erfolge n (0 £ n < N).

Wkt. fur eine spezielle Reihenfolge von n Erfolgen und (N-n) Misserfolgen ist:

pp(1 — p)p(1 — p) = p™(1 — p)N "

N
Aber Anordnung ist unwichtg -Kombinatorik es gibt (N —n)!

Moglichkeiten (Permutationen) n Erfolge in N Versuchen einzuordnen.
Geamtwkt. fur n Erfolge ist die Summe der WKkt. fur jede Permutation.



Binomial-Verteilung (2)

Die Binomialverteilung lautet:

N!

; N, — n 1 . N—n
f/(‘n p) DN — P (1-p)
Zufalls- Parameter

variable

Fur den Erwartungswert und die Varianz findet man:
N
Eln] = Y nf(niN,p) =Np  V[n] = E[n*] - (E[n])*> = Np(1 —p)

n=0

Die charakteristische Funktion lautet: ¢, (k;p, N) = (p(exp(ik) — 1) + 1)



Binomial-Verteilung (3)

Verteilungen fur verschiedene Parameter p und Anzahl der Versuche N:

= D4 - D4
_§-‘ N=5 §' N=20
< oz | M p=05 _ = 02 H p=0.1 _
0. “ Hﬂ n 'I n 1=
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
n n
= 04 a 04
; N=10 Z N=20
02 | " p=05 | £ 02 M p=02 _
NI Ll
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
n n
= D4 = 04
% N=20 % N=20
é 02 p=05 | s 02 | H” H p=0.6
0 -nﬂﬂH”“”ﬂn, 0 u"”” H"H-
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20




Binomial-Verteilung: Beispiele

Nachweis eines Objektes mit Detektor
Ansprechwahrscheinlichkeit eines Detektors p=0.95

Bedingung: mindestes Treffer in drei Detektorlagen fur Rekonstruktion der Spur
Frage: wieviel Kammern werden benotigt um >99% effizient zu sein?

3 Kammern: P(k=3;0.95,3) = 0.953 = 0.857
4 Kammern: P(k>=3;0.95,4)=0.171+0.815=0.986
5 Kammern: P(k>=3;0.95,5)=0.021+0.204+0.774=0.999

Wahrscheinlichkeit fur Erfolg p

Wiviele Versuche damit mindestens 1 Erfolg mit Wkt >= o ?
P(k>=1;p,n) >= a oder 1-P(K=0;p,n)>=a.

P(k=0)<=1-a

(1-pN<=1-a

N>=In(1-a)/In(1-p)



Binomial-Verteilung: Beweise

Normierung: N N .
° Z f(n: N, p) - Z RI(NNL n)'p”(l — p)N—n

n=0 n—o !

(p+(L—p)V

1.

N
N!
Erwartungswert: E[n] = Y n - H)Ipn(l _p)N-n
n=>0 ' '




Multinomialverteilung

Wie Binomial aber nun m verschiedene Ausgange des anstelle von zwei,
Mit Wahrscheinlickieten fur die einzelnen Ausgange:

L
ﬁz(pla”wpm)a with Zp?,:l

1=1

Fur N Versuche suchen wir die Wahrscheinlichkeit das folgende Ergebnis

zu erhalten: n, von Méglichkeit 1,

n, von Moglichkeit 2,

n,, von Moglichkeit m.

Die Wktdichtefunktion ist die Multinomialverteilung fir 7 = (n1,...,7m)
— N! T T
f(A N, p) = —— Py PRt Py
nitno! - -nm!



Multinomialverteilung li

Nun betrachte Maoglichkeit / as ‘Erfolg’, alle anderen als “Misserfolg”.

— alle individuellen n, binomialverteilt mit Parametern N, p;
E[n;] = Np;, V[n;] = Np;(1 —p;) flralle i

FUr die Kovarianzen (I ungleich j) ergibt sich:

covini,ng = El(ni — Elni])(n; — Eln;])] Negative Korrelation:
= Elnin;] — E[ni]E[n;] wenn in einer Klasse mehr
= N(N —1)pip; — (Np;)(Np;) Ereignisse miissen
= —Npipj. irgendwo welche fehlen
) B cov[nz,nj \/ DiPj
Ty Jﬂz Jﬂj (1 — p-; 1 - p‘?)




Multinomialverteilung (lll): Beispiele

n=(n1,...,"m) representiert ein Histogram
mit m bins, N (bekannt) Gesamteintragen, alle Eintrage unabhangig.

Zerfall eines instabilen Teilchens A: (1) A>BC, (2) A>DE, (3) A>FG
Mit bekannten Zerfallswahrscheinlichkeiten fur alle drei Modi.
(nBC, nDE, nfg) folgte Multinomialverteilung.

Textanalyse: Auftreten der einzelnen Bustaben des Alphabets.
(nA, ...,nZ) folgt Multinomialverteilung.




Poissonverteilung (i)

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit

N — o0, p — 0O, E[n] = Np — v . konstant
— n folgt der Poissonverteilung: % 04 —
n 02 M
f(n;b')=—'e_” (n > 0) o H"E" T RTE—
n: n
z V-5
Enl=v, Vn|l=v. Soz |
4 nﬂ””“””ﬂn .
0 5 10 15 20
Example: number of scattering events % 04 ' —
n with cross section o found for a fixed <.}

integrated luminosity, with .
v=o [ Ldt. ”




Poissonverteilung: Herleitung 1

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit

N — oo, p — 0, E[n] = Np — v . konstant
— n folgt der Poissonverteilung: Gy o =
::'DE -
: vt v 'lM“n
f(nr V) = EB (n 2 O) ¥ 2 ;" 10 15 20
s 04 T
00 A\ =
E[n] = n— e Xyi= ik, |
= 2 nipep(-) *Latllins..
= 0 5 10 15 20
o0 :;EM :
Vin] Z n — )z—exp A)=X g ou | e |
" 000000 0gs e

0 L 10 15 20




