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Beta-Verteilung

Die Beta-WDF fur eine kontinuierliche ZV x im Intervall [0,]| ist definiert als
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Wird oft verwendet um WDF zu approximieren, die eine kontinuierliche ZV
In eine gewissen Bereich beschrieben [a,b] beschreiben.



Beta-Verteilung: Eigenschaften

Fur a=b=1 ergibt sich die Gleichverteilung in [0,1]

Fur a=1, b=2 (oder umgekehrt) 2 Dreiecksverteilung f(x)=2-2x und f(x)=2x
Fur a=b=2 - Parabelverteilung f(x)=6x(1-x)

Fur a,b>1: ein Modalwert bei x=(a-1)/(a+b-2)

Fur a und/oder b<1: f(0) und/oder f(1) - unendlich (J-Form)
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Beta-Verteilung: Herleitung

Seien y, undy, zwei ZV die nach Chi2-WDF
mit m bzw. n Freiheitsgraden verteilt sind

Dann folgt ZV x =y /(y,+,,) einer Beta-WDF mit a=m/2 und f=n/2

T = Ym/(Ym +Yn) and y = Y + yn Ym = 2y and y, = y(1 — )
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Wir erkennen Produkt von Beta-WDF fur x
mal Chi-Quadrat-WDF mit n+m Freiheitsgraden flir y



Gamma-Verteilung

Die Gamma-WDF fur eine kontinuierliche ZV x im Intervall [0,00] ist definiert als
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Oft benutzt um eine WDF im 0

Bereich [0,~] zu parametrisieren.

Beschreibt auch z.B.
- Summe von n ZV aus Exponentialverteilung
- Zeit bis zum nten Ereignis in einem Poisson-Prozess



Gamma-Verteilung

Fur a<=1 ist Gamma-WDF J-formig

Schiefe: = 2/sqrt(a.) Wolbung=6/a.
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far o= 1 - Exponential-WDF
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fur p=2, o = n (ganzzahlig) /2 - Chi-Quadrat-WDF mit n Freiheitsgraden
far o ganzzahlig auch Erlangen-Verteilung genannt.




Landau-Verteilung

Der Energieverlust A eines geladenen Teilchens mit Geschwindigkeit
p=vl/c, welches eine Materialschicht der Dicke d durchquert,
folgt der Landau-Verteilung.
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L. Landau, J. Phys. USSR 8 (1944) 201; see also
W. Allison and J. Cobb, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 30 (1980) 253.



Landau-Verteilung (2)

Lange “Landau-Auslaufer”
— alle Momente oo

Modalwert sensitiv
auf Geschwindigkeit g,
— Teilchenidentifikation
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Tabellarische Ubersicht

Name Definitionsbereich | Wahrscheinlichkeits(dichte) | (z) = E[x] | 0, = \/- V[z]| | charakter. Funktion
Binomial {0,1,2.3,..., N} f(z;p.N) = ;Rﬁl—rnp’(l —p)N—= Np VNp(I=p) | (plexp(ik) — 1) + )N
Poisson {0,1,2,3, ...} flz;A) = ";} exp (—A) A VA exp (Alexp(ik) — 1))
Gleichvert. [a, b] flw;0,0) = gy =t b ——
Gaufl [—o0, 0] flz;p,0) = 7'21?' exp (—%ﬁ) I o exp (ipk — %02];2)
Chi-Quadrat [0, )] f(@;n) = srmtme? exp (-3) n 2n (1 — 2ik)™/2
Exponentiell [0, o] f(2;8) = gexp (—z/€) S £ =y

Cauchy [=o0, o] f(@) = s (0) 00 exp(—|[k|)
Landau [0, o] f(z;8) = ... 00 00




Zusammenhang zwischen WDFs
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Zusammenhang zwischen WDFs

p—=C
k =2 np = const.
Multinomial ————-—> Binomial > Poisson

N —» o0 1 = o0
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Chi-square F —» Student’'s t
VZ—IW V‘I =1

Fig. 5.5. 1ations between probability distributions.




Kapitel 3

Die Monte-Carlo-Methode fur Erstellung von
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen




Die Transformationsmethode (Zsfg.)

Aus r gleichformig in [0,1] erzeuge x, die WDF f(x) folgt, gemal3:

flz)dz = ulr)dr, )

T r(z) -
| = [ =y S
0

)}

—00 B _ X
F ({B) — T, -‘;: 1.0 - Verteilungsfunktion
afr) = F~'(r N
0.00' - L — L . .

Voraussetzung: Kumulativverteilung analytisch integrierbar u. invertierbar

Effizienz des Verfahrens 100% (jedes r erzeugt ein x)



Zufallszahlengenerator

Ziel: Erzeugung gleichmafig verteilter Werte im Intervall [0, 1].
Werfe Minze fur z.B. 32 Bitnummer... (too tiring).

— ‘Zufallszahlengenerator’
= Computeralgorithmus zur Erzeugung von ry, r, ..., I,,.

Beispiel: Multiplikativer linear kongruenter Generator (MLCG)
n.,=(a@an)modm, wobei
n, =ganze Zahl
a = Multiplikator (ganze Zahl)
m = Modulus (ganze Zahl)
n, = "“Seed” ="Saatzahl” (Startwert)

Bemerkung: mod = Modulus z.B. 27 mod 5 = 2.
Diese Regel erzeugt eine Sequenz von Zahlen ng, n,, ...



Zufallszahlengenerator (2)

Die Sequenz ist (unglucklicherweise) periodisch!
Beispiel: (siehe Brandt Kapitel 4): a=3, m=7,n,=1

n1
no
n3
n4
ng

ne

-1)mod7 =3
-3)mod7 =2
-2)Ymod7 = 6
-6)mod7 = 4
-4)mod7 =5
-5)mod7 =1

«— Folge wiederholt sich

Wahle a, m so, dass eine lang Periode (Maximum = m - 1) erreicht wird;
m normalerweise nahe an der grofdten “Integer’-Zahl, die auf dem
Computer reprasentiert werden kann.



Zufallszahlengenerator (3)

r; = n;/m sindin [0, 1] aber sind sie “zufallig”?

Wahle a, m so, dass die r; eine Reihe von Tests fur Zufalligkeit erfullen:
gleichférmig verteilt in [0, 1],
alle Werte unabhangig (keine Korrelationen zwischen Paaren),
z.B. L'Ecuyer, Commun. ACM 31 (1988) 742 schlagt

a = 40692

m = 2147483399 M[w]p -
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Es gibt weit bessere Generatoren, 2.B. TRandoma3, basierend auf
“Mersenne twister’-Algorithmus, Periode = 21997 - 1,

Siehe F. James, Comp. Phys. Comm. 60 (1990) 111; Brandt Ch. 4



Zufallszahlengenerator (3)

r; = n;/m sind [0, 1] aber sind sie “zufallig”?

Tivr1 — (GJ.I'?; + b)

Schlechtes Beispiel

a=1
b=0
m = 64

mod m
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Liefert 2 Sequenzen der Periodenlange 16

Fur gerade Startwerte sind Perioden noch kurzer.



Trafomethode fur diskrete ZV und Histogramme

Ordne r die Zahl n zu, ozr
die dem kleinsten S(k) entspricht,
welches S>r erfullt. S o4l
S(k) ist Kumulativverteilung Tt
fur diskrete Zufallsvariable. -
0.0 - ! ‘ , ‘ I |- !
0 5 10 15
k
10
= I ﬁungsfunktion
Kann fur empirische Verteilung c_ﬁu :
in Form eines Histogrammes g 05T
angewendet werden. N
0.0 L L
Rest r-S(j-1) wird flr lineare 0 > k10 15

Interpolation verwendet.




Die von-Neumannsche-Zuruckweisungsmethode
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Schliesse WDF in Box ein
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(1) Generiere Zufallszahl x, gleichformig in [Xi,, Xmaxl> 1-€-
r = Tmin + r1(Zmax — Tmin) ,  ist gleichverteilt in [0,1].

(2) Generiere eine 2te unabhangige Zufallszahl u gleichverteilt
zwischen Ound f . i.e. © = rofmax -

(3) Wenn u < f(x), dann akzeptiere x. Wenn nicht, verwerfe x and
versuche es erneut.



Die von-Neumannsche-Zuruckweisungsmethode

f(@) = 2(1 +2?)

(-1 <z<1)

Wenn Punkt unterhalb der
Kurve, dann behalte ihn und
Fulle x-Wert in Histogramm.
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Effiizienzerhohung fur Zuruckweisungmethode

Einfaches Beispiel:
Plankspektrum f(x)

0.0

Effizienz: hier ca. 10%

Weiteres Problem: Wertebereich x geht bis unendlich
Box wird nur bis x,,,, gewurfelt.
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Majorantenmethode (importance sampling)

Suche geignete Funktion (Majorante) m > f fiir alle
Mit invertierbarer Stammfuktion M(x) 39) f m

Zufallszahlen gemaf m(x) werden iber 7 = M~ L(r)
erzeugt

Erzeuge zweite Zufallszahl in Abhangigkeit von x im Bereich: null und m(x)

Behalte (verwerfe) diese wenn sie < (>) f(x) ist

Bruchteil [m(:r;) — f(:r:)]/f(a:')
der zweiten Zufallszahlen wird lokal verworfen

Besonders gut, wenn Majorante m(x) nahe an f(x) = grol3e Effizienz
Vorteil: Generierung von Verteilungen die bis “unendlich gehen”



Majorantenmethode: Beispiel

Zielfunktion: f(x) =c(e™®?®sin?2) fir 0<z < oo
Geeignete Majorante: m(z) = ce 02
Bedingung fir Kumulativfkt.: = / O%e‘(”?""dx’
— 10_ e—O.Z:B .
Transformation von gleichverteilten e (1— 1)
r auf x gemaR Majorante m(x) 0.2 !

Wiirfele zweite Zufallszahl r2 und bilde Produkt: 79 m(x)

Akzeptanz/Zuruckweisung

AR fiir ro < sin®z  — behalte x,
gemal:

fiir ro > sin’z — verwerfe x



Majorantenmethode: Beispiel 2

. . _ w [\
Zielfunktion: f(w) = C— ]
o — 1 Joh
Stlickweise Majorante: = < x4 mi(x) = 6¢ oo
. . —0.1_— 0.9
X201 ermoglicht r >z Mm2(x)=200cz e "
analytische Integration
1F
:(x) 0.1
Fur x > x, il
=% 10 20
T X 1000k
Ma(o) = [ ma(e')as, ,
200c sc(1)9 0.9 100F
T 09 [e ¢ ]




Behandlung additiver WDFs

Oft ist WDF Summe von mehreren Termen: f(z) = fi(x) + fo(x)

mit  Si= f fiade, Sa= [ plod S48 =1

Wahle mit Wkt S, bzw S, ein Zufallszahl die nach f,(x) bzw. f,(x) verteilt ist.

Falls Stammfunktionen F(z)= / fi(a")ydz"  Fa(x) = f_ zofz(x’)d93' invertierbar

Dann generiere x aus gleichverteilten r gemaf

€Tr = Fl_l(’r) fir r» < 57 v =FyYr—8) fir r>5



Behandlung additiver WDFs: Beispiel

ZielWDF: ;) =2 0o fir 0<s<a

1 —e Aa a

Bestimme Stammfunktion und deren Inverse fur beide Summanden.

Transformiere gleichverteilte Zufallszahl r gemal3:

r<e m=_T11n(1—1_e_Mr)

£

r>¢& T=a

Methode liefert 100% Effizienz.
Ohne Separation ware Inverse hier nicht analytisch berechenbar gewesen.

Seperation auch meist sinnvoll, wenn Terme nicht analytisch invertierbar.



MC-Integration

Inegrale bei der Integrand das Vorzeichen wechselt werden
in Bereiche zwischen Nullstellen zerlegt. Dann gilt 0.B.d.A:

b
I=/ y(r)dr mit y >0
Tg

Methode 1: Primitive Zurickweisungsmethode T = [Oﬁ

No

N: Anzahl der Erfolge
(akzeptierten Zufallszahlen)
No: Anzahl aller Zufallszahlen
l,: Integral der constanten = Flache der Box

05 *

Unsicherheit aus Binomialverteilung

X 6:N/NO 5N=\/N0£(1—8),
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tung im Abstand r vom Zentrum
Faser. Wir fiihren die folgenden

Szintillationsausbeute beim Durchqueren ionisierender Strahlung durch Fieber

gleichverteilt 0 <z, y < 1,
.s 2
lf?*ﬁot@]epn rau rlgslich 1iaslcrt{c%:ﬁ?rve rteilt
W?fbﬂé’n %vl(%(f' et totalrefektiert wenn
-, @ gleichvertel

ek aoHghenaermalen gr. 60° st

0Wieogdl¥ist, Zalw deeilimgefangen Photonen
Vom Durchgangsort x (R sei 1)

iberoberflichennormale, cos§ =

1) Gleichverteilt in 0<x,y<1

) Fur x2+x2>r verwerfe Ereignis

) 3) Wurfele Photonrichtung
4) Gleichformig in 0,2pi

) berechne Winkel a zur flachenonrmalen
6) Sina =rsin phi

rofie Werte von x ist
grof, sodass die Aus-

Photonenausbeute
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M. Schumacher Stat. Methoden der Datenanalyse Kapitel 3: Die MC-Methode WiSe 2011/2012



Verbesserte Zuruckweisungsmethode

Verkleinerung des Referenzbereichs durch einflUhren einer Majorante

1.0
11 2

Beispiel: Bestimmung von “pi

0.5 |
0.0

-0.5 |

10}

Referenzbereich = Quadrat: (N = —-N, 7 = — ~ 0.52——
(N 47" No = v/ Nom /4 vV No

Referenzbereich = Achteck - Reduzierung des Fehlers um
Faktor ~2 bei gleicher Anzahl Versuche



Verbesserte Zuruckweisungsmethode

Lb

Zu bestimmen: Integral Uber y(x) r =/ y(z)dz

:.Ea_ m

Majorante m(x) fuir y(x) mit invertierbarer Stammfunktion M(z) = / m(z")dz’

La

Generiere Zufallszahlen x; gemal m(x) durch Transformationsmethode

Erzeuge weitere gleichverteilte Zufallszahl y;im Bereich () < y < m(x;)

Zahle Anzahl der Erfolge N, definiert Uber y;, < y(x;)

N
Ny

Integral ist dann gegeben durch: [ = M(x}) SN = \/Noe(l — &),

5_1_5N 1—¢

I N N

Fehler reduziert sich mit “Anschmiegen” der Majorante m(x) an y(x).



Wichtungsmethode

Zu bestimmen: Integral Uber y(x) 1= f - y(z)dz

Wirfele gleichverteilte Zufallszahlen im Intervall zo < * < Ty

Bestimmte Mittelwert der Stichprobe fiir y(x): 7= y(zi)/N

=1

Schatzwert fir Integral gegeben durch: T = (23 — 24)7

Entspricht numerischer Integration, aber Stutzstellen zufallig.
Unsicherheit aus Varianz von y(x): (67)* =5 / (y(z) — ()* y(z)dz/ / y(x)dx
Bei MC-Integration abgeschatzt uber:

oI oy
Yy

(07)














































