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Kapitel 7:
Statistische Hypothesentests




Statistische Hypothesentests: Einfuhrung

Ziel: Vergleich der Beobachtung bzw. Auswertung der Messdaten
einer Stichprobe mit Hypothesen

- Entscheidung welche Hypothese bevorzugt wird,
welche Hypothesen verworfen oder behalten werden

a) Vergleich mit Theorie
- Gauss-WDF + Annahme Uber Mittelwert, Varianz
- Gute der Anpassung von Parametern
- Hinweis auf neues Phanomen

b) Vergleich von zwei Stichproben
- Mittelwert, Varianz
- Form der Verteilung (selbe Grundgesamtheit)

c) Unterscheidung von Hypothesen
- Exponential- oder Gauss-WDF
- linearer oder quadratischer Zusammenhang zwischen Messpaaren
- Diskriminierung von Ereignisklassen (Signal oder Untergrund),
Spam-Mail oder “gute Mail”, Teilchensorten: e, u, m, y....)



Statistische Hypothesentests: Einfuhrung

Methode:

- Konstruktion einer GrofRe zur Quantifzierung der Ubereinstimmung/
Diskrepanz mit Hypothesen - Testatistik t

- Quantifizierung der Ubereinstimmung mittels
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(t) fur Teststatistik

- Entscheidung uber Verwerfung der Hypothese oder
Auswanhl unter Alternativhypothesen




Grundbegriffe fur statistische Tests: Hypothesen

Hypothese(n):
klare Aussage(n), die man falsifizieren bzw. unterscheiden kann

Fall (a): eine alllgemein anerkannte Hypothese, die falsifiziert werden soll
- Nullhypothese H,

Beispiele: - Lebensdauer des Teilchens ist t
- kein Anzeichen fur neue Physik
- Theorie und Stichprobe ( 2 Stichroben) stimmen
uberein in Mittelwert oder Form der Verteilung

Bem.: oft Aussage (Nullhypothese) = Negation der Aussage,
die einen interessiert

Bsp.: Suche nach neuem Teilchen - H,: nur Untergrund
Lebensdauer t #t1, 2 Hj: 1=1,



Grundbegriffe fur statistische Tests: Hypothesen

Fall (b): mehrere Hypothesen zwischen den Unterschieden werden soll

“Standardannahme”, Nullhypothese: H,
Alternativhypothesen: H,HyHs,. ..

Beispiele: Lebensdauer Hy:t=2s H;:t=1s H,;t>2s
Higgssuche: H,: nur Untergrund H,:Signal+Untergrund
Signatur im Detektor von: H, = Pion, H,= Myon, H,=Elektron

Arten von Hypothesen:

x sei ZV und f(x;A) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

- einfach: wenn f(x) durch Hypothese vollstandig fixiert
entweder kein Parameter oder Parameter A festgelegt

- zusammengesetzt: wenn mindestens einer der Parameter nicht bekannt ist
f(x;A) mit A unbekannt oder A aus Intervall [a,b]

WDF fur Hypothesen werden mit f(x|H,) und f(x|H,) bezeichnet



Grundbegriffe fur statistische Tests: Teststatistik

Teststatistik t(x,, ... x,): Funktion der Stichprobenwerte (x,,..,X,,)

zur Quantifzierung der Ubereinstimmung mit Hypothesen H, mit Ziel
- Verwerfung von H, (H,)
- Unterscheidung von Hy, Hy, H,

t(x4,..X,) kann Vektor sein z.B. t; = x; (nicht sehr nutzlich)

Ziel: Reduzierung der Dimension von t auf skalare Grol3e t
unter optimaler Ausnutzung der Information in Stichprobe (x;)
bzgl. der Hypothesen H,

Aufgaben: a) Definition/Auswahl von Teststatistik t
b) Bestimmung der WDFs fur t unter den Hypothesen f(t |H)
c) Festlegung eines Kriteriums fur Verwerfung/Unterscheidung
der Hypothesen



Grundbegriffe fur stat. Tests:Entscheidungsgrenze

g()

Entscheidungsgrenze t_ oder t,.;

t($1?...}$n) =tcut L

Anname: wir konnen die WDFs fiir die T
Testatistik unter beiden Hypothesen

ausrechnen o(tHo), g(t|H1), ... *° |

Festlegung der Entscheidungsgrenze (krtischer Wert) t,;, oder t_,

kritische Region/Verwerfungregion: t>t,;
Verwerfung von H,, Nicht-Verwerfung (Akzeptanz) von H,

Komplement zu kritischer Region/Akzeptanzregion: t<t,
keine Verwerfung von H,, Verwerfung von H,




Grundbegriffe: Signifikanzniveau

;3_.. 03 Nulthypothese H ) (a)
kritische Region Q ke % : Akzeptanzregion  t, kritische Region
02 B {:H o akzeptieren H , verwerfen .
L Fehler erster Art
Akzeptanzregion () — Q. -
0.1— o : Signifikanzniveau
— oo ﬂ- " PR L :
a= / g(t|Hy)dl.  « =/ g(t|Hp)dt. 0 5 10 15 20
Qy 7% t

a: Signifikanzniveau, Fehler erster Art
ist Wahrscheinlichkeit H, zu verwerfen, obwohl die Hypothese war ist

Bemerkung: a (=5%,10%,1%, 2.85x10°7) vor Experiment festlegen,

wenn H, verworfen/getestet werden soll
o ist keine Zufallsvariable sondern ein festgelegter Wert



Definition of a test (2)

Aber im allgmeinen gibt es unendliche viele Moglichkeiten kritische
Regionen zu wahlen, die alle das gleiches Signifinkanzniveau o besitzen.

Also muss die Wahl der kritischen Region fur die Nullhypothese H, die
Alternativhypothese H, berucksichtigen.

Ungefahr ausgedruckt heisst das Kriterium: wahle die kritische
Region so, dass es eine kleine WKkt gibt dort eine Messung zu finden,
wenn H, wahr ist, aber eine grolRe, wenn H, ist wahr ist.

1 "S’{/:\H#\ ' s cridical region W

o O IH)




Grundbegriffe: Machtigkeit

kritische Region ()

;.:. - alternative Hypothese H | (b)
Akzeptanzreglﬂn - ‘Qk % . Akzeptanzregion  t,  kritische Region
~ H , akzeptieren H , verwerfen
L 02~ “Fehler zweiter Art g

B = g(t|Hy)dt.

Q- -

0.1 ~ B

p= [ g I

— 50 0 5

t

B: Fehler zweiter Art 1-p: Machtigkeit des Tests

g ist Wkt H, zu verwerfen obwohl die Hypothese war ist
1-B ist Wkt. H, zu akzeptieren, wenn Hypothese war ist

Zie: o, minimieren (ideal = 0) und 1-f maximieren (ideal=1)
nicht gleichzeitig moglich - Kompromis
Wahl der besten kritischen Region/Teststatistik fur gegebenes o




Ein- und zweiseitige Tests

T )

2 g

W cine Ppranye e R . %

Je nach Problem sind Abweichungen in beide Richtungen interessant

- dann zweiseitiger Test z.B. Toleranzen in der industriellen Produktion

verteile das Signifikanzniveau i.a. zur Halfte auf Auslaufer nach oben u. unten



Eigenschaften von Hypothesentests

Gegeben Nullhypothese H, und Signifkanzniveau «

a) bester Test bzgl. Alternativhpothese H,

maximale Machtigkeit 1-R unter H ,

b) gleichmallig bester Test

maximale Machtigkeit 1-3 unter allen Alternativhypothesen

c) unverzerrter Test

Machtigkeit 1-3 > o fur alle Alternativhpothesen



lllustratives Beispiel

Test der Hypothese, dass eine Gauss-WDF mit bekannter Varianz o2
den Mittelwert A=A, hat.

Stichprobe vom Umfang n (fur lllustration =2): x;,x,
Teststatistik: arithmetischer Mittelwert X = %(xl + )_(2 p ol 3¢,
folgt Gauss-Verteilung mit Mittelwert A und Varianz ¢?/n

Ji

i n
;l — — — -.._ 2
f(x; Ao) ", " exp ( 5(X — Ag) )

Wahl von vier kritischen Regionen mit gleichem Signifikanzniveau o

Up:%<Mund % >0 mit 2 £(7)di = [ f(F) dF = ba;
Uy : x > Al nﬂtff,?;f(f)di:a;
Uy:x <AV mitffif(i)di:a’;
Us: AV <% <AV mit [ f(E)dF = 2 f(@)dE = La .




lllustratives Beispiel

Reihen: 4 verschiedene
kritische Regionen

linke Spalte:
kritische Regionen fur n=2
im Stichprobenraum

mittlere Spalten:
WDFs fur Teststatistik fur Hy und H,

A=A =7+1

+ Kkritische Regionen

rechte Spalte:
Machtigkeit far
n=2 und n=10

32 2 <1 0 1 2 3 2 2 1 0 1 2 2
e

Bild 8.4: Kritische Region im Raum E (a), kritische Region der Testfunktion (b) und Gitefunktion
{c) des Tests aus Beispiel 8.3.



lllustratives Beispiel

(a1) Xz B1)

U1 ist unverzerrter Test

U2: machtiger fur A;>A,

U3: machtiger fur A,<A,

U4: kein guter Test
maximale Machtigkeit fur

M=y

keiner von U1 bis U3
ist ein gleichmalig bester Test

e

Bild 8.4: Kritische Region im Raum E (a), kritische Region der Testfunktion (b) und Gitefunktion
(c) des Tests aus Beispiel 8.3.



Grundlegende Begriffe: P-Werte

P-Wert: Wahrscheinlichkeit eine Stichprobe zu beobachten,
die genauso vertraglich oder weniger vertraglich mit
der Nullhypothese wie die aktuelle Messung/Beobachtung
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t=0 fir perfekte Ubereinstimmung zwischen Daten und H,

links: einseitiger P-Wert rechts: zweiseitiger P-Wert



Grundlegende Begriffe: Bemerkungen zum P-Wert

P-Wert ist Zufallsvariable (vgl.: Signifkanzniveau a vor Messung fixiert)
Wenn P-Wert = Signifkanzniveau o, dann gilt ty,esqung = titisch
P-Wert auch beobachtetes Signifkanzniveau genannt

1-P-Wert = Vetrauensniveau des Tests (“confidence level”)
P-Wert = 5% dann ausgeschlossen mit 95% Vetrauensniveau

wenn P-Wert < Signifkanzniveau a, dann Hypothese H, verwerfen
Achtung vor Fehlinterpretationen:

P-Wert ist nicht Wkt., dass H,, falsch ist
1-P-Wert ist nicht Wkt, dass H, wahr ist



Ein einfaches Beispiel

Bewertung der Fairness eines Wurfels
Stichprobe aus n Munzwiurfen

ng= Anzahl des Auftretens von “Kopf”
n,=n-ny = Anzahl des Auftretens von “Zahl’

Ho: Munze ist fair, d.h. p, =0,5 p,=0,5
Signifkanzniveau auf a = 5% fixiert

Teststatisik: t = ny folgt einer Binomialverteilung

Annahme: n=20 (fix) , Beobachtung n,=17 E[n,] =10
zweiseitiger P-Wert = 22 fg. (ny;20) + 2,,20f5, (n;20) = 0.26%
- Nullhypothese “fairer Wirfel” verwerfen

Achtung: Sei ZV Ny ycne RIS 3X “Zahl” und 3 x “Kopf” erscheint.
=20 Py,=0.072% “optional stopping”-Problem

Nyersuche™



Ein einfaches Beispiel: Ereignisselektion

Annahme: wir haben ein Datensample/Ereignissatz mit zwei
Arten/Klassen von Ereignissen, die den Hypothesen H, and H,
entsprechen und wir wollen die zu H, gehorenden selektieren.

Jedes Ereignis ist ein Punkt im n-dimensionalen ¥ Raum.

Wie sollten wir die Entscheidungsgrenze im n-dimensinoalen
Raum der Observablen wahlen umd Ereignisse zu akzeptieren/
verwerfen vom Ereignistyp H, or H,? T

Eine Moglichkeit: Selektion
der Ereignisse mit Hilfe von c.
konsekutiven Schnitten /

r; <G

T <Cj

Akzeptanzregion ist ein
n-dimensionaler Quader



Andere Moglichkeiten Ereignisse zu selektieren?

Verwende eine andere Art der Entscheidungsgrenze

linear oder nichtlinear

Wie konnen wir dies auf eine optimale Art und Weise tun? - spater



Signal- / Untergrundnachweiswahrscheinlichkeit

H,: Ereignis gehort zur Untergundklasse b
H,: Ereignis gehort zur Signalklasse s

Wkt. die Untergrundhypothese zu verwerfen
fur ein Untergrundereignis

(UG-Nachweiswahrscheinlichkeit — g ° ‘i,
oft auch Effizienz genannt): (o | [ecepth] e [reject b
oo
o= [ glthb)dt=a 1 N\ |
teut g(f S)

WKkt. ein Signalereignis als solches zu 05

klassifizieren:

(Signal-Nachweiswahrscheinlichkeit): 0 :

ES:/tmg(ﬂs)dt:l—ﬁ :

cut




Reinheit der Ereignisselektion

Annahme: wir haben nur eine Untergrundklasse;
Anteil an Signal und Untergrundereignissen sind
m, and m, (A-Prioriwahrscheinlichkeiten).

Annahme: wir selektieren Signalereignisse mit der Bedingung t > {_ ;.
Was is die ‘Reinheit’ unseres selektierten Samples?

Reinheit bedeutet hier die Wahrscheinlichkeit, dass ein akzeptiertes/
selektiertes Ereignis der Signalklasse entstammt.

P(t > tcut|8)ﬂs

Unter der Verwendung P(s|t > tewt) =
des Theorem von Bayes o P(t > teug|s)ms + P(t > teue|[b)m
finden wir: e

E¢Ts + EbTh

Die Reinheit hangt sowohl von den A-Prioriwahrscheinlichkeiten als
auch von den Nachweiswahrscheinlichkeiten fur Signal und Untergrund ab.



Das Neyman-Person-Lemma

besterer Test: fur gegebenes Signifikanzniveau o maximale Machtigkeit 1-f
Fragen: welche Teststatistik t?  welche Wahl der kritischen Region S, ;7

Antwort durch Neyman-Pearson-Lemma:

Ein Test der einfachen Nullhypothesen H, bzgl der einfachen
Alternativhypothese H, ist ein bester Test, wenn die kritische
Region S, im Stichprobenraum E so gewahlt wird, dass gilt

P(x|Hy) (< c aulerhalb kritischer Region)
> C c ist Konstante die von Signifkanzniveau abhangt.
P(x|Hoy)

aquivalente Aussage: die optimale Teststatistik ist P (X|H 1)
tx) =
P(x[Hy)

Achtung: oft wird auch der Kehrwert des Likelihoodverhaltnisses verwendet.
Jede monotone Funktion von t(x) ist ebenso optimal wie t selbst z.B. t/(1+t)



Warum Neyman-Pearson-Lemma nicht immer hilft?

Das Problem besteht haufig darin, dass wir kein analytischen Ausrtcke fur
die WDFs P(x|H,), P(x|H,) haben.

An Stelle dessen haben wir eventuell Monte-Carlo-Modelle fur die
einzelnen Hypothesen (z.B. Signal und Untegrund).

Damit konnen wir Messungen simulieren und jede Messung/Ereignis

in ein n-dimensionales Histogramm einflllen.

Verwende M Bins fur jede der n Dimensionen - in der Summe M" Zellen

Aber n ist moglicherweise grold - zu grol3e Anzahl an von Zellen,
die mit MC-Simulationen bevolkert werden mussen.

Kompromiss: wahle Ansatz fir die Form der Teststatistik ()
mit weniger Parametern. Bestimme diese z.B. unter Verwendung
von MC-Simulationen, so dass eine optimale Trennkraft zwischen den

Hypothesen erreicht wird.



Beispiel 1 fur Neyman-Pearson

Test der Hypothese, dass eine Gauss-WDF mit bekannter Varianz o2
den Mittelwert A=A, hat.

Stichprobe vom Umfang n: x;,X, X,

Likelihoodfunktionen bzw. gemeinsame WDF flr die Stichprobe
unter den Hypothesen H,: A = A, und H,: A=A\,

N [ N ]
1 1
f(X|Ho) = (m) &P | =253 YD = ap)?

j=1

f(X|Hy) = (—M/ﬁ)ﬂIr exp -% il(xu} - A)*
Der Likelihoodquotient (inverse von oben def. t(x)) ist dann:

A (1) S Nl U £ or S L et |
0= Famy T |22 RS ol afor i ‘

J=1 . =1

=ﬂp

A i
T lml% =D =200 = Ay) Zx”"l

j=1



Beispiel 1 fur Neyman-Pearson (2)

exp [—-——(Aﬁ - 1%)] =k >0 ist nicht negative Konstante

Die kritischen Regionen gemal} Neyman-Pearson-Lemma ergeben sich zu:

=M se XeS.. e A 7N A
k“p[ ] EK >c¢, X€S.. bzw. Aiiogs & VP ¥ § e

c und ¢’ sind Konstanten, die abhangig vom Signifkanzniveau «a sind
Arithmetischer Mittelwert ist optimale Teststatistik

Klare Vorschrift fur Konstruktion der kritischen Regionen

a) A<Ay: linkseitiger Test  b) A,>A,: rechtseitiger Test (siehe U2/3 in ill. Bsp.)

=< Xes. %> c"
> XdS

Es gibt keinen gleichmallig besten Test, wegen Vorzeichenwechsels von A,-A,



Beispiel 2 fur Neyman-Pearson

Gegeben: Stichprobe vom Umfang n (x;; i=1,n) aus Exponentialverteilung

f(r 1) = % exp (-t/7T)

Hypothese H,: Zerfallszeit ist t1=1 Hypothese H,: Zerfallszeit ist t2=2
Das Likelihoodverhaltnis ist dann gegeben durch:

0
L(t!1=2) iE_:i expi-t /2)

n
=% expd [ t) >k

L(gi7=1) = _
1=

A

I exp(-c.)
i=1 '

t. kann die Ungleichung

1 1

0t~y

Ausgedrickt durch den Mittelwert « = ;
geschrieben werden als:

1

- 1
t>2(;1nk+ln2)§'l'n

Arithmetischer Mittelwert ist optimale Teststatistik

T, ist eine Konstante, die fur jedes vorgegebene Signifkanzniveau o
bestimmt werden muss und kann



Beispiel 2 fur Neyman-Pearson (2)

Um den kritischen Wert fur gebebnes a zu bestimmen, muss
WDF fur arithmetischen Mittwelert bekannt sein.

Hier nur zwei Grenzfalle n=1 und n=>unendlich

% exp(~t/T)

a) n=1 WDF trivial £,(t) =
far Signifkanzniveau a. = 5% zu l6sen:  0.05 = a = Je-EdE |
T,

Entscheidungsgrenze ergibt sich zu: I, = - 1na = 3.00

Die Michtigkeit zu: 8= e Y%4E = /g = 0.22
T,
d.h. fur Mittelwert von t > 3 verwerfe Nullhypothese



Beispiel 2 fur Neyman-Pearson (3)

b) n=> unendlich: WDF geht gegen Normalverteilung

fn(E) = N(t,7%/n) = ! exp(—-i Ll-:;ﬂi)
/2_11' T/J'I; Tzf'n

fur Signifkanzniveau a = 5% zu lésen:
Tn

; [ 1 - T -1
0.05 —u=JN{1 —)dt =1 - Jn(l,-)dt = 1 -G(n )
T, - /o
Entscheidungsgrenze ergibt sichzu: T = 1 + +845
/o

B

Die Machtigkeit zu:  1-8 =

T

»0 T -
jr"l(Z.-- )dt = 1 JH(2, yde = 1 - c.( n 2)
T —o




Beispiel 2 fur Neyman-Pearson (4)

kritischer Wert T, und Machtigkeit hangen vom Stichprobenumfang n ab.

Far n=100 findet man: T,,,=1.16 und 1-$=0.99999

Fur fixes Signifikanzniveau wachst Machtigkeit mit n stark an.

Hatte wir das Signifikanzniveau zu o = 1% gewahlt
dann ware die Machtigkeiten fur

a=0.01 n=1: 1-=0.10 und n=100: 1-$=0.9994

Vgl. o =0.05 N=1: 1-$=0.28 und n=100: 1-3=0.99999

Die Machtigkeit 1-R des Test wird kleiner,
wenn das Signifikanzniveau o verringert wird.

Die entspricht unserer Erwartung.



Likelihood-Quotientenmethode

Neyman-Pearson-Lemma gilt nur fur einfache Hypothesen
z.B.. kein gleichmalig bester Test fur Mittelwert der Gaussverteilung |,
wenn A unter H1 unbekannt.

Betrachte folgendes Szenario:

p Parameter A, .. A, im p-diemnsionalen 2-Parameterraum
Stichprobe vom Umfang n: x,, ... X,

sei w ein p-dimensionaler Unterraum von €, in dem die Parameter
der Nullhypothese H, entsprechen

—> allgemeinste Alternativhypothese H,: Parameter liegen im
Komplement zu w, also in Q-w



Likelihood-Quotientenmethode (2)

L{§)) maximale Likelihood auf Gesamtraum Q (H,+H,)

~
ﬂ ML-Schatzer auf Gesamtraum Q (Hy,+H,)

L({:J) maximale Likelihood auf Unterraum o (H,)

~
(1) ML-Schatzer auf Unterraum w (Ho)



Likelihood-Quotientenmethode (3)

A Z L(w) A aus [0,1]

L(Q)

Teilweise wird auch Kehrwert verwendet - aufpassen

Fir A nahe an 1, dann liefert L(ts) einen Wert nahe am

globalen maximum 1,{§}). Dann besitzt H, ein grof3e Wkt.
die Stichprobe erzeugt zu haben.

Far A nahe an 0, besitzt H, eine kleine Wkt.die Stichprobe erzeigt zu haben.
—> A scheint eine sinnvolle Teststatistik zu sein.

Verwerfe Nulhypothese fur 0 < A < la mit kritsichem Wert A, aus

ACI

a = Jr.‘-}(l;'ﬂo)dl g ist WDF fur A unter H,, a ist Siginifikanzniveau
0










































