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Anwesenheitsaufgaben

Aufgabe 64 Profile Likelihood fiir die Entdeckung eines neuen Teilchens

Betrachtet wird folgendes Szenario: Eine Theorie sagt die Existenz eines neuen Teilchens mit einer Mas-
se von 8 GeV vorher, welches im Experiment als eine resonante Uberhéhung iiber einem exponentiell
verteilten Untergrund (7 = 10 GeV) beobachtet werden kénnte. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunkti-
on fiir den Untergrund sei also eine Exponentialverteilung, und die fiir das Signal eine Gaussfunktion
mit Mittelwert 8 GeV und Standardabweichung 0.5 GeV, da wir weiterhin annehmen, dass die durch
die Detektorauflosung beobachtete Breite der Resonanz — sofern sie existiert — 0.5 GeV betrage. Des
Weiteren sagt unsere bisherige Standardtheorie eine Gesamtanzahl von Untergrundereignissen von
Nuyg = 10000 voraus, sowie unsere neue Theorie Ngj; = 175 Signalereignisse. Im Folgenden soll
mittels der Profile-Likelihood-Methode, die in der Vorlesung und der letzten Hausaufgabe bespro-
chen wurde, die Sensitivitédt des Experiments auf eine eventuelle Entdeckung untersucht werden. Die
Profile-Likelihood ist definiert {iber das Verhéltnis

wobei & die beobachteten Daten, L die unter der betreffenden Hypothese maximierte Likelihoodfunkti-
on, Hy die ,nur-Untergrund“ Hypothese und H; die ,,Signal und Untergund* Hypothese sind. Zumeist
wird dann die Grofe

qg=—2InA\

betrachtet. Fiir ein Experiment mit ,,nur-Untergrund* sollte ¢(Zyq) verteilt sein wie eine y2-Verteilung
mit einem Freiheitsgrad.

Im Folgenden soll die Monte-Carlo-Methode benutzt werden, um Pseudoexperimente einerseits nur
mit Untergrund, als auch mit Signal- und Untergrund durchzufithren. Mittels dieser Pseudoexperi-
mente kénnen dann die Verteilungen von ¢(Zug) = go und von ¢(Zsig +uc) = q1 erzeugt werden, um
festzustellen, wie sensitiv das Experiment auf das vorhergesagte neue Teilchen ist.

Zur Durchfithrung der Pseudoexperimente sollen mit
float data = Funk.GetRandom() ;

Zufallszahlen erzeugt werden, die nach der Untergrund- bzw. Signal-WDF verteilt sind. Die im jeweili-
gen Pseudoexperiment zu generierende Anzahl von Untergrund- bzw. Signalereignissen bestimmen Sie
nach der Poissonverteilung mittels myrandom.Poisson(nbkg) ;. Achten Sie jeweils darauf, dass jeweils
sowohl ein Pseudoexperiment mit nur Untergrund und eines mit Signal und Untergrund gemacht wird.
Im Weiteren sollen drei verschiedene Suchstrategien nach diesem neuen Teilchen besprochen werden.
Im Makro /home/slai/StatisticsCourse/PS12/aufgabe64_anfang.C befindet sich ein Beispielma-
kro, in dem einige der (auch spéter) benotigten Funktionen und Histogramme schon vordefiniert sind.
Die Binbreiten und Vorgabewerte sind hier bereits aufeinander angepasst, so dass spéter Zeit gespart
werden kann.



(i) Als ein erster Ansatz soll ein reines Zidhlexperiment in einem sogenannten Massenfenster gemacht
werden, d.h. man zdhlt nur die Anzahl der Ereignisse in einem bestimmten Massengebiet. Im
folgenden soll dieses Massengebiet die 20-Umgebung um die Position des Signals sein, also das
Intervall zwischen 7 und 9 GeV. Weiterhin wollen wir unserer bisherigen Theorie in Bezug auf die
Untergrundvorhersage absolut vertrauen, die erwartete Anzahl B von Untergrundereignissen im
Massenfenster ist also gegeben durch das Integral iiber die Untergrund-WDF multipliziert mit
der mittleren Gesamtanzahl von Untergrundereignissen.

Wenn man in der so definierten Signalregion x FEreignisse beobachtet, ergibt sich nach einer
einfachen Rechnung der ¢-Wert zu:

q=—-2xInB+2B+2xIlnz — 2x.

Gehen Sie nun wie folgt vor:

a) Bestimmen Sie die Anzahl B der erwarteteten Untergrundereignisse im Massenfenster mit-
tels FunkUG. Integral (Double_t low, Double_t high) und der bekannten erwarteten Ge-
samtanzahl nbkg.

b) Fiithren Sie 10000 Pseudoexperimente nur mit Untergrund durch. Ermitteln Sie
die Anzahl der zu nehmenden Messwerte in jedem Zufallsexperiment mittels
int nbkg_diesesexperiment=myrandom.Poisson(nbkg);. Wiirfeln Sie dann entspre-
chend nbkg_diesesexperiment-mal zufillig einen Wert gemifi FunkUG und zéhlen die
Anzahl von Ereignissen im Massenfenster. Wenn das Zufallsexperiment vollstdndig erfolgt
ist (also die Schleife iber die nbkg_diesesexperiment Zufallszahlen beendet ist), berechnen
Sie fiir jedes Experiment den ¢-Wert, im folgenden ¢¢ genannt. Fiillen Sie diesen in ein
Histogramm. Im Beispielmakro ist eines vorgegeben (qvalue_bkgonly).

c) Fithren Sie das selbe fiir Pseudoexperimente mit Signal- und Untergrund durch.
Sie konnen hier die gleichen Untergrundereignisse wie vorher verwenden und nur
Signalereignisse hinzufiigen. FErmitteln Sie die Anzahl an Signalereignissen mittels
int nsig_diesesexperiment=myrandom.Poisson(nsig) ;. Wiirfeln Sie dann entsprechend
nsig_diesesexperiment-mal zufiillig einen Wert geméfl FunkSig und zdhlen die Anzahl von
Ereignissen im Massenfenster. Beachten Sie, dass zur Ermittlung der ¢-Werte nun die Sum-
me von Signal- und Untergrundereignissen benétigt wird, da die Hypothese H; simuliert
wird. Ermitteln Sie die erhaltenen g-Werte (¢1) und fiillen Sie sie in ein weiteres Histogramm
(ebenfalls vorgegeben: qvalue_sigplusbkg).

d) Stellen Sie die Verteilungen von go bzw. ¢ graphisch dar, nachdem Sie 10000 Zufallsexperi-
mente durchgefiihrt haben.

e) Verifizieren Sie, dass es sich bei der Verteilung von go um eine x2-Verteilung mit einem Frei-
heitsgrad handelt. In /home/slai/StatisticsCourse/PS12/chi2snippet.C befindet sich ei-
ne definierte Funktion, nebst geeigneten Startwerten fiir eine Anpassung. Sie kénnen auch die
Normierung und die Anzahl der Freiheitsgrade fixieren (FixParameter statt SetParameter)
und diese Kurve zum Vergleich in einer anderen Farbe (z.B. SetLineColor (kRed)) mit ein-
zeichnen. Um die Verteilung besser sehen zu kénnen, konnen Sie mittels gPad.SetLogy () ;
eine halblogarithmische Darstellung wéhlen.

f) Berechnen Sie den Median der Verteilung von ¢;. Dies kénnen Sie z.B. wie folgt machen:

double xq[1]; // position where to compute the quantiles in [0,1]
double yq[1]; // array to contain the quantiles
xq[0]=0.5;
gvalue_sigplusbkg.GetQuantiles(1,yq,xq);
float median=yq[0];
g) Wie grof§ wire also fiir Experimente mit Signal- und Untergrund im Median der ¢-Wert?
Warum kénnte man in diesem Fall den p-Wert fiir die Hypothese Hy (nur Untergrund) nicht
so einfach mit solchen Pseudoexperimenten ermitteln?

(ii) Als néchstes wollen wir von der Annahme, dass wir den Untergrund im Massenfenster exakt
kennen, was nicht besonders realistisch ist, abriicken, und stattdessen annehmen, dass wir nur
die Form des Untergrundes perfekt kennen. Man definiert sich dann beispielsweise ein Seitenband
iiber die Forderung, mehr als 40 von der Signalposition entfernt zu sein. Das Verhéltnis 7 zwischen
Seitenband- und Signalregion ist dann gegeben durch das Verhéltnis der Integrale der Untergrund-
WDF in diesen beiden Gebieten. Dieses Seitenband wird dann zur Messung des Untergrundes in



den Daten verwendet. Wenn dann in der Signalregion x und im Seitenband y Ereignisse gesehen
werden, ergibt sich der ¢g-Wert zu:

2(zIn(x) + yln(y) — (z + ) In <"f++i/> — yln(r)).

a) Bestimmen Sie 7 fiir den Fall der beschriebenen Signal- und Seitenbandregion.

b) Fiihren Sie wieder 10000 Pseudoexperimentze mit nur Untergrund sowie Signal- und Unter-
grund durch und fiillen Sie gy bzw. g1 in ein Histogramm.

c¢) Verifizieren Sie wieder das Verhalten von ¢g sowie den Median der ¢;-Verteilung. Was fallt
Thnen auf?

(iii) Wir haben also gesehen, dass es die Profile-Likelihood ermdoglicht, sehr einfach p-Werte auszu-
rechnen, da der Satz von Wilkes fiir die Nullhypothese die Vorhersage macht, dass die g-Werte
nach x? verteilt sein sollen. Da fiir Entdeckungen im allgemeinen p-Werte in der Gréfenordnung
von 1077 (entsprechend g-Werten um 25) betrachtet werden, wire eine MC-Simulation dieser Ver-
teilung sehr zeitaufwindig. Wie viele Pseudoexperimente miifite man beispielsweise durchfiihren,
wenn man bei einem erwarteten ¢ von 25 den p-Wert auf 10% genau bestimmen wollte?



Hausaufgaben

Aufgabe 65 Zihlexperiment fiir eine Signal- und Untergrundmessung - Teil 2 10 Punkte
Monte-Carlo-Studien von Proton-Proton-Kollisionen im ATLAS-Detektor haben gezeigt, dass der Wir-
kungsquerschnitt fiir pp — H+ X — v+ X-Ereignisse, die die Ereignisselektion passieren, gegeben ist
durch og = 25.4fb. Der Wirkungsquerschnitt fiir Untergrundereignisse, die dieselbe Ereignisselektion
passieren, betrigt op = 947 fb. In einer weiteren Analyse kann ein reiner Untergrunddatensatz mit
einem Wirkungsquerschnitt von o7 = 10300 fb ausgewéhlt werden.

(i) Benutzen Sie die Relation
N = Lo,

um die erwarteten Anzahlen von Signal- (z,), Untergrundereignissen (z;) im Signaldatensatz
sowie die Anzahl von Ereignissen in der Seitenbandregion (y = 7b) fiir eine integrierte Luminositét
von £ = 10fb~! auszurechnen.

(ii) Berechnen Sie die Schétzer fiir die Anzahl der Signalereignisse §, der Untergrundereignisse b

unter der Hypothese von Signal plus Untergrund , sowie den Schétzer b auf die Anzahl der
Untergrundereignisse in der Nur-Untergrund Hypothese. (Annahme: Die Anzahl der beobachteten
Ereignissen entsprechen genau der Anzahl der erwarteten Ergebnissen)

(iii) Berechnen Sie die Grofie
q=—2InA\.

(iv) Berechnen Sie daraus die Signifikanz des vorhergesagten Signals.

(v) Nehmen Sie nun an, dass die Untergrundrate in der Signalregion mit einer relativen Genauigkeit
von Ab/b = 5% abgeschitzt werden kann. Wenn man annimmt, dass es sich dabei um einen
Poissonfehler handelt, kann man eine effektive Seitenbandregion konstruieren mit Ereignisanzahl
y' = 7'b. Dazu setzt man die relative statistische Unsicherheit in der hypothetischen Seitenband-
region (Poissonfehler) gleich der relativen Genauigkeit der Untergrundvorhersage:

T Ab b

N VNOE

Berechnen Sie die Werte fiir 7/ und o’ fiir die effektive Seitenbandregion.

(vi) Benutzen Sie die Werte fiir 7/ und y’ sowie die urspriingliche Anzahl von Ereignissen in der
Signalregion x, um den neuen Wert fiir ¢ und daher der Signifikanz fiir eine Messung mit einem
Fehler von 5% auf die Untergrundvorhersage zu bekommen.

Aufgabe 66 Maximale Separation der Fisherdiskriminante 10 Punkte
Betrachten Sie eine Teststatistik ¢ basierend auf einer Linearkombination der Eingangsvariablen & =
(z1,...,x,) mit Koeffizienten @ = (ay,...,ay),

t(Z) = al'z.

Unter den zwei Hypothesen Hp und H; sind dann die Mittelwerte und Kovarianzen der Daten &
gegeben durch

(uk)i:/xif(ﬂHk)dxl...dxn, ke {01,

(Vk)m = /(a; — ,uk)z(a: — uk)jf(f|Hk)dJ}1 ... dl‘n, ke {0,1}.

(i) Zeigen Sie, dass sich die Erwartungswerte und Varianzen von ¢ unter den beiden Hypothesen
dann ergeben zu:
o =a fix, ke{01},

Y2 =daVid, ke{01}.

(ii) Ein Ma8 fiir die Separation der zwei Hypothesen unter Verwendung der Teststatistik ¢ ist dann
gegeben durch
(10 — 71)?

TS



Zeigen Sie unter Benutzung von (i), dass sich dieses Separationsmaf} auch schreiben lésst als

. a’Ba
@) = Zr
mit
Bij = (o — p)i(po — p11)55
und

Wij = (Vo + V)i

(iii) Bilden Sie die Ableitung 0.J(a@)/dd von J(a@) nach @ und zeigen Sie, dass das Maximum von J(&)

durch die Eigenwertgleichungen
W~'Bad = \d

gegeben ist.
(iv) Zeigen Sie, dass fiir einen beliebigen Vektor a@ der Vektor Ba parallel zu (jip — fi1) ist.

(v) Zeigen Sie damit, dass
d@ oc W (fio — fir)

eine Losung der Eigenwertgleichungen aus (iii) ist und daher J(@) maximiert.



