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Kapitel 6 (Fortsetzung)

Die Maximum-Likelihood Methode




Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern

Betrachte die Verteilung eines Streuwinkels x = cos 6,

1+ az + Bz? et \ &
2 +23/3 \

flz; o, 8) =

Oder wenn X .  <X<X__, mussen wir korrekt normieren:

/mmax f(x;a,8)dr=1.

L'min

Beispiel: a=0.5, 5=0.5, X .= -0.95, X = 0.95,

generiere n = 2000 Messungen/Ereignisse mit der MC-Methode.



Beispiel: ML-Methode mit 2 Parametern- Fit-Ergebnis

Numerische Bestimmung des Maximums von In L(a, 3) (MINUIT) liefert

54 — 0508 "-E-a —— Monte Carlo data
. a8 L 7 ML fit result
B = 0.47
0.6
Bemerkung: Kein Binning der Daten im Fit.
Histogramm nur far Visualisierung 04 HIIF
0.2 , , ,
-1 -05 0 05 1
— 2 _
Kovarianzen aus (V_l)ij — _8 In L (MINUIT Routine
00,00, | 5_7 HESSE)
G5 = 0.052 cov[a,s] = 0.0026

0.11 r = 0.46

G
5




Zwei-Parameter-Fit: MC-Studie

Wiederhole ML-Fit fur 500 Experimente, alle mit jeweils n = 2000 Ereignissen

1 T T T 5 T T T a — 0.499
b L@ L ®)
075 | L . S4 — 0.051
et 3 | - —
05 - e . L . £ = 0.498
025 | . . L i Sz = 0.111
0 0 u_|25 n_|5 u_l?5 1 0 0 ﬂéﬁ u_l5 u_l?ﬁﬁ 1 Cﬁv[&: A] — 0002‘4
¢ g r = (.42
10 T T T
s L © |
E - -
4 F . Mittelwerte der Schatzer ~ wahre Werte
> L | Kovarianzen nahe an frUheren Abschatzungen.
. | | | Randverteilungen ungefahr gaussformig.

a 0.25 05 0.75 1




Die “In L - 2”-Kontur

max

Fur grol3en Stichprobenumfang n, wir In L Paraboloid
(quadratische Form) in der Nahe des Maximums:

In L(c, B) = In Lmax
1 ~\ 2 =\ 2 . .
B i (a—a) 4 (=6 _2p<a—a> B—-5
2(1 — pP ) 04 O'B 04 O'B
Die Kontur  In L(a, ) = In Lmax — 1/2 ist eine Ellipse:

1 <a—a)2+ 55 2_2p(a—a> s-8\| _,
(1—p2) 04 GB Oa O‘B




Kovarianzen aus “In L”- Kontur

07 .
8 Die (a, B)-Ebene fur
die erste Messung
08 F
o5 | true value - In L(Oz,ﬁ) = INn Lmax — 1/2
04 t
— Tangenten an Kontur
ergeben Standardabweichungen
DE | | |
03 0.4 05 0.6 07
[
2p0‘&0‘B
— Winkel der Hauptachse der Ellipse zur tan2¢ = 5 =5
Horizontalen ergibt Korrelation: 05 — o

Korrelation zwischen Schatzern resultieren in einer
Vergrollerung der Standardabweichungen (stat. Fehler).



Kovarianzen aus “In L”- Kontur

|
|
|
' -
6, 6,

Teilweise findet man: bilde senkrechte im Punkt des Schatzwertes
— Liefert zu kleine Fehler (bei Korrelation=1 verschwindende Fehler).



Ein weiteres Beispiel

Gegeben sei Messgrolde x >0

: 1
Annahme: folgt WDF f (xS, 1) = S%L]__[e_ (x-m)? | (1- s)e"x

Ein Anteil aus Gauss-WDF, ein Anteil aus Exponential WDF.

0.5
2.0

Wahre Wert der Parameter:  Sp
Ho

Messung (Simulation) liefert Stichprobe vom Umfang n=100

Berechne Log-Likelihoodfunktion

n
logL(s, 1) = » _logf (xi;s, ),
=1



in weiteres Beispiel (2)

Links: Verteilung ?H.f = i
der Stichprobe vgl. =
mit wahrer WDF “%

Recht: Log-Likelihood- ez

Funktion
1 1 i 1
[1] 1 2 3 4
I
HIGRAD MINIMIZATION EHAS CORVERGED.
HIGRAD WILL VERIFY CONVERGENCE AND ERROR MATRIX.
COVARIANCE MATAILX CALCULATED SUCCESSFULLY
FC¥=118.51 FROM MIGHAD STATUS=CONVERGED 34 CALLS 449 TOTAL
EDM=8.T183a-009 STRATEGY= 1 ERAOR MATRIX ACCURATE
. . w . EXT PARAMETER STEP FIRST
Numerische Minimierung NO. WAME  VALUE ERROR SIZE  DERIVATIVE
a 1 aig 5.632T0e-001 B.44144e-002 1.17212e-003 -6.04609e-004
von —|{}g L mit B anin 1.55964e+000 1.32396e-001 4.5368le-004 -1,09683e-003

i ERA DEF= 0.5
MIGRAD N MINUIT EXTERNAL ERROR MATRIX. NDIM= 25  NPAR= 2  ERR DEF=0.5
T.186e-003 -4.860a-003
-4 . 66%e-003 1.751e-002
PARAMETER CORAELATION COEFFICIENTS
N0, GLOZAL 1 2
1 0.41585 1.000 -0.416
2 0.41585 -0.416 1.000




Ein weiteres Beispiel (3)

=

ML-Schétzer 24 0
. 2.2r l :
5 = 0.5640.08 |
4 = 1.94+40.13 T
Lef
03 04 05 06 07
¥
Aus Kriimmung der V1), = _PlgL )
log-Likelihoodfkt. Im %6:%0; lo=s 3
Minum ergibt sich Kovarianzmatrix —_ ¢ _ ( 7.196 x 107  —4.669 x 107 )
~4.669 x 107%  1.751 x 1072

Negative Koorrelation: p=-0.42



Ein weiteres Beispiel (4)

Alternative Abschatung der Varianz uber Aln L = 2-Regel

Fur grol3en Stichprobenumfang geht In L in Paraboloid Uber

— Q 2 — 1 2
IOgL(S,/J) = Iongax - 2(1_];)@:[)2) ((SG§S> + (uo_ﬂﬂ>
o (S=S\ [(H- [
ZPS“( T3 )( Ok ))
Die Kontur fur  [og L (S, 4) = logL max — 0.5

ist gegeben durch die Ellipsengleichung:

_ 1 s-3\° u—ﬂ>2
BRRIR <( % ) ( % tan(2g) = prﬂagc?
() (5)

Os o)




Ein weiteres Beispiel (5)

Numerische Bestimmung mit MINOS in MINUIT: = . :
(c)
FCN=118.51 FROM MINOS STATUS=SUCCESSFUL 46 CALLS 95 TOTAL
EDN=0.7183¢-009  STRATEGY= 1 ERROR MATRIX ACCURATE

EXT PARANETER PARABOLIC MINOS ERRORS

NO. NAME VALUE ERROR NEGATIVE POSITIVE I

1 sig 5.63270e-001 8.44144e-002 -8.50699¢-002 8.40686e-002

2 mean 1.93964e+000 1.32226e-001 -1.30473¢-001 1.34331e-001 S P

ERR DEF= 0.5 03 04 0.5 0.6 0.7

Ln L keine perfekter Paraboloid — asymmetrische Fehler

Fehler stimmen innnerhalb Unsicherheit mit MIGRAD-Methode Uberein




Ein weiteres Beispiel (6)

Simulation von 10 identischen _
Messreihe je a 100 Messwerte. : @
2.5F
In 4 von 10 Fallen liegt wahrer Wert i
in der Fehlerellipse. oL
(fur 2-dim Gaussverteilung erwartet i
man, dass in 39% der Fallen die
Kovarianzellipse den wahren Wert abdeckt

I_'i_-

[ ¥ ¥ " 1 " " " | » ¥ »
b2 04 0.6 0.8

Jetzt Simulation von 1000 Messreihen und Betrachtung
der Verteilung der ML-Schatzer




<31

MC-Experimente

Mean

RMS

10U

100

50

Mean x 0.52
Mean y 1.985
RMS x 0.08474
p RMS y 0.1384

1.985
0.138

1.5

Ein weiteres Beispiel (7)

) Korrelation sichtbar.

Breite der Verteilung stimmt
Mit abgeschatzen Varianzen in
Einzelmessung uberein

Mean 0.520
s RMS  0.085
S (h)
=S
E 60
S,
<
§ 40
20
3 82 0.4 0.6 0.8

»~
1 5




Erweiterte ML-Methode

Bisher haben wir nur die Form der WDF f(x;8) verwendet.
Nicht auch die absolute Normierung.
Betrachte Anzahl der Beobachtungen als Poission-verteilte ZV

Das Ergebnis eines Experimentes ist dann: n, x,, ..., X .

n

Die erweiterte Likelihoodfunktion lautet:

L(v,0) =~ e [ f(xii0)

1

Annahme die Theorie gibt einen Zusammenhang v =v(68), dann ist
die erweiterte log-Likelihoodfunktion (EML) gegeben durch:

INL@) = —w(@) + 3 In(w(@ [z 0)) + C
1=1

wobei C Terme reprasentiert, die nicht von den Parametern @ abhangen.



Erweiterte ML-Methode

Beispiel: erwartete Anzahl von Ereignissen  1(8) = 0(5)/Ldt

Wobei der totale Wirkungsquerschnitt o(08) als Funktion der
Parameter in der Theorie vorhergesagt wird, ebenso

wie die Verteilung einer Variablen x

(normierter differentieller Wirkungsquerschnitt).

Erweiterte ML nutzt mehr Information — kleinere Varianz fur 5’

Wenn v nicht von @ abhangt, sondern ein freier Parameter ist,
dann liefert die EML-Methode:

Vv = n

)
|

same as ML

(Dennoch kann es sinnvoll sein die EML-Methode zu verwenden.)



Erweiterte ML Beispiel

Betrachte zwei Arten von Ereignissen (z.B. Signal und Untergrund),
von denen fur jede in der Theorie die WDF fur eine Observable x
f (x) and f_(x) vorhergesagt wird.

Wir beobachten im Experiment eine Uberlagerung der beiden Arten
von Ereignissen.

Der Anteil an Signalereignissen sei 6, die erwartete Gesamtzahl v,
Die Anzahl beobachteter Ereignisse n.

Danngilt pus = 0v, up = (1 —-0)r, Zelist Schatzung von p, Hg-

f(@i s, o) = —E5—fs(@) + —L2— i ()
Hs + Hp ps + pip
P(n; us, pp) = (s +|Nb)n€_(,us_|_,ub)
n'
= InL(ps, po) = —(ustup)+ 3 In[(us 4 pp) f (@i ps, o))

=1



Erweiterte ML Beispiel (2)

Monte-Carlo-Beispiel aus 1 ' ' .

einer Kombination von
Exponential-WDF (Untergrund) 0.8
und Gauss-WDF (Signal):

f(x)

(a)

0.6
Hs — 6 0.4
pp = 60 05

oL 1 T VA O Vi N

Maximiere log-Likelihood 0 05 1 15 2
bzgl. y and p: .

f. — 87455 Fehler reklektieren Poisson-Fluktuation
Hs = ©. ’ In der Gesamtanzahl, als auch im Verhaltnis

~ 54.3+8.8 von Signal/Untergrund

=
o
I



EML-Beispiel: ein unphysikalischer Schatzwert

Eine Abwartsfluktuation in den Daten in der Signalregion kann dazu fuhren,
dass wenige Ereignisse geschatzt werde, als unter der Annahme,
dass nur Untegrundereignisse existieren.

Der Schatzwert fur y_ wird dann

zu negativen (unphysikalischen)
Werten gezwungen.

Das kann akzeptiert werden 02 .
Solange die Gesamt-WDF
uberall positiv bleibt. o MLLIRCETUL L Ln COT0L A Fin e |
02 I I I
0 0.5 1 15 2

X



Unphysikalische Schatzwerte (2)

In diesem Fall ist der unphysikalische Schatzer erwartungstreu und
sollte deshalb trotzdem als Ergebnise berichtet werden, weil
der Erwartungswerte Uber eine grol3e Anzahl von Schatzungen

Gegen der wahren Wert konvergiert.

Rezept: wiederhole

Experiment viele male (hier 200)
und erlaube unphysikalische
(negative) Schatzwerte

M)

30

20

10

-20

. unphysical ]
estimates
\ true p_
W L Al
=10 0 10 20 30




ML-Methode fur Histogramme

Oft werden Daten in Histogramm gefullt

(um Rechenzeit bei Auswertung der Likelihood

FUr sehr grol3e Stichproben zu sparen)

Oder Daten liegen nur in Form eines Histogrammes vor
Oder WDF der Theorie kann nicht analystisch berechnet

Sondern nur durch MC-Simulation (z.B. Berucksichtigung
Von Akeptanz. Und Auflosungseffekten (—Faltung))

Stichprobe liefert Histogramm mit Eintragen:

N
= (n1,...,nN), Ntot = ) 0
i=1

Hypothese im Modell mit Parametern 0 ist (mitv,_=n, )

N
7= (v1,..-,UN)s Vtot = ) V;
i=1



ML-Methode fur Histogramme

Bei analytischer bekannter WDF der Theorie ergeben sich v.

vi(0) = viot | f(a;0) da

binz

oder direkt aus dem Histogramm der Simulation fur die WDF,

Da n_, konstant, folgt die gemeinsame WDF fur den
Stichprobenvektor einer Multinomialverteilung.

ni n

Yo~ Ntot! 21 vy \ N
f(n’ V) an—— I l e o o —
nil...ny! \ntot Ntot

Die log-Likelihood-Funktion ergibt sich zu:

N
InL(0) = Y niln v;(0) + C C=const.=Terme unabhé&ngig von 6
1=1



ML-Beispiel fur Histogram

Unser beliebtes Beispiel: die Exponential-WDF, aber nun als Histogramm

E 25 T T T |
E‘ Y - dﬂtﬂ
20 - -- ML fit to histogram . .
‘,H T=1.07=+0.17
15 Y I (1.06 £ 0.15 for unbinned
o N i ML with same sample)
5 | ‘"'ﬁl“‘ -
0 l l I ) =
0 1 2 3 4 5

Im Grenzfall verschwindender Binbreite — normale ML-Methode
Einteilung in Bins fuhrt zu Informationsverlust — Varianz grof3er



Erweiterte ML-Beispiel fur Histogram

Bisher nur Form der Histogramme.
Zahl der Eintrage in Theorie durch Beobachtung fixiert (mit v,_=n )

N N
i = (ny,...,nN), Ntot = ) N U= (v1,---,VN), Vtot = ) Vj
i=1 i=1

Betrachte nun N, als Poisson-ZV mit Mittelwert Vi =Ny

Die gemeinsame WDF ergibt sich zu:

Nt t! 2l " UN "N
f(ﬁr ﬁ) — ° < > Tt <—> X POiS(ntot; Vtot)

n1!...nN! Ntot Ntot

= Produkt von N unabhangigen Poisson-WDF in jedem Bin.

Und die erweiterte Likelihoodfunktion ist:

N
In L(vot, 0) = —vtot + »_ niInv;(viot, 0) + C



Erweiterte ML-Methode: Beispiel

Ziel: Messung von g.

Q9 [ HoWWsiw = Ho WW— Iiw
= A\ auf Parton-Ebene ™~ 0.9Fm, =160 GeV ——
© . -+
500 B s
B o)
. = 0.7
450 =
B % 0.6
400 "_g 05
- 0.4
350 0.3
B 0.2
300: I|I 11 | 111 | 1 11 | 111 | 1 11 | 111 | | - | 111 | 1 11 DI1
1 -0.8-0.6-0.4-0.2 -0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
HZZ 0
gSe
Anzahl der beobachteten Ereignisse ) : .
. ) Form hangt nicht trivial
hangt quadratisch von g ab.
von g ab.



Erweiterte ML-Methode: Beispiel-Fit Ergebnis

H— WW_ Ihv
m, = 160 GeV

10 fb™

ML: durchgezogene Linien

N
In L(gZ7%) =3 " n;Inw(gf77)
i=1

EML: unterbochene Linien

HZZ

lnL(QE{erZ) —Viot 95e

+an In v ( gfezz

-
-
li'f'lll III III

paa dh a1
I-]1.2 -1 -0.8 -0.6 -ﬂ 4 0.2 0 02 04
HZZ

Minimum Schitzwert Se

—AlnL lo-Intervall 2o-Intervall | 3eo-Intervall fiir o
H— WW- = llvv

10fp1 einfach —0.30 —0.50, —0.10] | [-0.72,0.10] | [—0.96,0.30] 0.20
erweitert —0.24 —0.42, —0.06] | [-0.61,0.12] | [-0.81,0.30] 0.18

EML reduziert den statistischen Fehler




Beziehung zwischen ML und Bayes-Schatzern

In Bayesianischer Statistik, sind beide, @ und x Zufallsvariablen.

L(0) = L(Z|0) = fioint(Z]0)

Erinnerung an Bayesianische Interpretation:

Benutze subjektive Wahrscheinlichkeit fir Hypothesen (6);

vor Messung/Experiment: Kenntnis zusammengefasst in A-Priori-WDF 71 6);
verwende Bayes-Theorem, um die A-Priori-Wkt. durch die Daten aus

Experiment abzuandern/anzupassen.

W L(Z|0)7(0)
POIZ) = T (o) do

e

Posterior-WDF fur Hypothesen Uber Parameter 6
(Bedingte WDF flir 8 gegeben die Stichprobe x)




Beziehung zwischen ML und Bayes-Schatzern

Reiner Bayesianer: p(@|x) enthalt gesamte Kenntnis Uber
Parameter 6. Brauche nichts anderes.

Pragmatischer Bayesianer: p(8| x) konnte komplizierte Funktion sein,

- fasse Kenntnis Uber Parameter in Schatzwert zusammen gBayes

Bestimme Modalwert (oder Erwartungswert) von p(8 | x)

Was verwenden wir fur “Prior” m(6)? Es gibt keine goldene Regel,
Oft wird “Unkenntnis des Prior” durch Gleichverteilung
7{6) = konstant, prasentiert. Dann gilt fir Modalwert=Maximum von p(8 | x)

QBayes = ML
Aber... wir kdbnnten einen anderen Parameter verwendet haben z.B. A = 1/6,

und wenn “Prior” 17(6) konstant ist, dann nicht der Prior 77.(A) !
“‘Komplette Ignoranz des Prior” ist nicht wohldefiniert.



Kombination von Messungen mit ML-Methode:

Annahme: zwei Observable x und y mit unterschiedlichen Abhangigkeiten
vom Parameter 6, der geschatzt werden soll.

fx(X;6) fy(y,6)

Zwei unabhangige Messreihen/stichproben fur x und vy.

Wenn fur beide Observablen die Likelihoodfunktionen bekannt sind,
dann ergibt sich die gemeinsame Likelihoodfunktion zu:

L(6) = Hf (xi:6) - nym,e)— Lx(6) - Ly(6)

j=1

Bestimmung von Schatzwert und Varianz fur 6
mit normaler ML-Methode wie gehabt.



Kombination von Messungen mit ML-Methode

Annahme: nur Schatzwerte 6, und g, und Varianzen V[6,] und V[8,]bekannt

Im Grenzfall groRer Stichproben werden die WDF fur die Schatzer
durch Gauss-Verteilungen beschrieben: A A
0x(6x; 6) und gy,(6y; 6)

Die Messungen konnen dann kombiniert werden mittels der Likelihoodfunktion

L(6) = gx(6x:6) - 9,(B,: )

Oy %
Der ML-Schatzer ergibt sich zu: 0= VI6]  VI[§]
1 1
Ve ViG]

und dessen Varianz zu: 1




Kapitel 7

Die Methode der kleinsten Quadrate




Die Method der kleinsten Quadrate KQ

Betrachte N unabhangige Messungen 2 |
von Wertepaaren (X, Y.)

x. perfekt bekannt .|

y, mit Varianz V'[y;] = 022 .

aus beliebiger WDF

Theorievorhersage fur Zusammenhang A zwischen x und y

Ely;]l = X(=;;0) . Anzahl der Parameter 0. < Anzahl der Messpaare

zB:y=s,+v,x+05g* x Weg-Zeit-Gesetz x=Zeit

y Haufigkeit des Auftretens eines numerischen Wertes x



Das KQ-Prinzip

Bestimme Schatzwerte fur die Parameter aus der Minimierung der folgenden

Grole: N
x2 = § v, (yi-fi)z w, = Gewicht fur die i-te Beobachtung
| i=1

Theoriezusammenhang hier:  £. = £.(8,,02, ... >0 5%.)

1 1 a.

. 2 Y iy
Wenn Varianz bekannt dann:  w. = t/o, x2= § ( )
1 i

1=

Wenn Varianz unbekannt oder gleich dann setze w.=1: X% =

I e~12%

_ 2
DAL S ¥
1=1 -

3} . . 2
Wenn y. = Zahlrate:, dann verwende erwartete Poisson-Varianz Ui s fi

- 2
%2 = X (yi fi)
i=1 fi
: : 2 . ) N (yi-fi)2
Nicht erwartete Varianz  ©; ®~ ¥; liefert verzerrte Schatzer x* = } —
i=1 Yi



Verbindung zusammen mit ML-Methode

Betrachte N unabhangige Messungen von Wertepaaren (x, y,)

x. perfekt bekannt y. mit Varianz Viyl = 07;2 -+ nun aus Gauss-WDF

Theoriezusammenhang: F[y;] = A(x;; 0) .

Die Likelihoodfunktion ist dann gegeben durch:

N N : 2
LO) = |] flyi;0) = exp |—

il;ll ' z‘l;Il V21O 20i2
und die log-Likelihoodfunktion ergibt sich zu:

N . 2
Nz 0
In L(0) = _1 Z (Y (2:;0)) -+ terms not depending on 6
2i=1 o7



Zusammenhang: ML- und KQ-Methoden

N . 2
Nz 0
In L(0) = _1 Z (s (;UZ ) -+ terms not depending on 6
2i=l

g,

N (4 — - 0Y))2
Vergleich mit: 42 (9) = Z (yi A(szye))
i=1 i

Es gilt also: - %2 InL = x?

und AlnL =-1/2 entspricht Ax?=1

d.h. fir gaussverteilte y, gilt: ML-Schatzer = KQ-Schatzer
dann “erben” KQ-Schatzer die Eigenschaften von ML-Schatzern

wenn y. nicht gaussverteilt, dann ist KQ eine "ad hoc” Methode
Keine generrelle Aussage Uber Eigenschaften von KQ-Schatzer



