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Die Methode der kleinsten Quadrate
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Die Method der kleinsten Quadrate KQ

Betrachte N unabhängige Messungen 
von Wertepaaren  (x

i
, y

i
)

x
i
 perfekt bekannt

y
i
 mit Varianz 

     aus beliebiger WDF

Theorievorhersage für Zusammenhang λ zwischen x und y 

z.B: y = s
0
 + v

0
 x + 0.5 ax2      Weg-Zeit-Gesetz x=Zeit

      
           y Häufigkeit des Auftretens eines numerischen Wertes x
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Anzahl der Parameter θ
i
 < Anzahl der Messpaare



Das KQ-Prinzip

Bestimme Schätzwerte für die Parameter aus der Minimierung der folgenden 
Größe:

Theoriezusammenhang hier:

w
i
 = Gewicht für die i-te Beobachtung

Wenn Varianz bekannt dann:

Wenn Varianz unbekannt oder gleich dann setze w
i
=1:

Wenn y
i
 = Zählrate, dann verwende erwartete Poisson-Varianz

Nicht erwartete Varianz                 liefert verzerrte Schätzer        
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Zusammenhang mit ML-Methode

Betrachte N unabhängige Messungen von Wertepaaren  (x
i
, y

i
)

x
i
 perfekt bekannt     y

i
 mit Varianz                         nun aus Gauss-WDF

Theoriezusammenhang:

Die Likelihoodfunktion ist dann gegeben durch:

und die log-Likelihoodfunktion ergibt sich zu:
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Zusammenhang: ML- und KQ-Methoden

Vergleich mit:

Es gilt also: - ½ ln L =  χ2

                                und   ∆lnL = -1/2  entspricht ∆χ2=1

d.h. für gaussverteilte y
i
 gilt: ML-Schätzer = KQ-Schätzer

dann “erben” KQ-Schätzer die Eigenschaften von ML-Schätzern

wenn y
i
 nicht gaussverteilt, dann ist KQ eine “ad hoc” Methode.

Keine generelle Aussage über Eigenschaften von KQ-Schätzer
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KQ für korrelierte Messungen

Wenn die y
i
 korreliert sind und ihre gemeinsame WDF durch eine

Multidimensionale Gauss-Verteilung mit Kovarianzmatrix  V

gegeben ist:

Dann ist die Maximierung der Likelihoodfunktion für korrelierte 

Messungen äquivalent zur Minimierung des folgenden 

Ausdrucks:
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Beispiel für eine KQ-Anpassung

Anpassung eines Polynoms der Ordnung  p:

5 Messpunkte,  p+1 Parameter

p=4:  perfekte Anpassung
         keine Aussage über Güte des Fits

p= 1 und p=0  im Vergleich

Für p=0  ist Anpassung schlecht,
               großes χ2  im Minimum

Für p=1: ist Anpassung ok
               5 Messungen -2 Parameter = 3 Freiheitsgrade
               χ2 /FG = 1.33

M. Schumacher, S. Lai                             Stat. Methoden der Datenanalyse                                 WiSe 2012/2013



Varianz für KQ-Schätzer

In den meisten in der Praxis interessanten Fällen erhalten wir
die Varianz für die Schätzer ähnlich wie bei der ML-Methode.
Annahme: Schätzer effizient → Schranke Minimaler Varianz                   
                 WDF für Schätzer Gauss-WDF χ2-Fkt. ist Parabel

und daher

und in der graphischen Methode 
lesen wir die Werte ab, für die gilt 

1.0
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Zweiparameteranpassung mit KQ-Methode
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Lineare Kleinste Quadrate

Wichtiger Spezialfall: die theoretische Vorhersage ist linear in den zu 
bestimmenden Parametern (nicht notwendigerweise in Stützwerten)
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minimiert wird. Es wird also die Summe der quadrat ischen Abweichungen der Messwer-
te von der Vorhersage minimiert , wobei jeder Term mit dem Inversen des Quadrats des
Meßfehlers gewichtet wird. Dies ist das Prinzip der K leinst en Quadrat e (engl. Least
Squares). Dies ist sicherlich eine sehr plausible Methode zur Schätzung des besten Para-
metersatzes θ und so kann diesesPrinzip, wie eingangs erwähnt , auch angewendet werden,

wenn die Fehler der Meßwerte nicht gaußförmig sind. Der erhaltenen LS-Schät zer θ̂ hat
dann jedoch nicht notwendigerweise die für ML-Schätzer geltenden Eigenschaften. Es sei
ferner darauf hingewiesen, dass das in Gl. 7.2 definierte χ2 nicht notwendigerweise der
Chiquadratverteilung folgt , siehe unten.

Das Minimum von χ2 findet man analyt isch durch Nullsetzen der Ableitungen nach den
gesuchten Parametern:

∂χ2

∂θl
= 0 l = 1, ...,m (7.3)

⇔
N

i= 1

1
σ2i

yi − λ(x i ; θ)
∂λ(x i ; θ)

∂θl
= 0 l = 1, ...,m (7.4)

Wenn diesesGleichungssystem analyt isch gelöst werden kann, so ergeben sich diegesuchten
Parameter als Funkt ion der Meßwerte yi . Dann können auch die Fehler der LS-Schätzer
per Fehlerfortpflanzung analyt isch berechnet werden.

DieMethode kann leicht auf den Fall erweitert werden, dass die yi nicht mehr unabhängig
sind, sondern einer N -dimansionalen Gaußverteilung mit Kovarinazmatrix V folgen. Dann
ergibt sich

χ2(θ) ≡
N

i ,j = 1

yi − λ(x i ; θ) (V − 1) i j yj − λ(x j ; θ) . (7.5)

7.2 L ineare A bhängigkeit von den Paramet ern

Ein wicht iger Spezialfall der Methode der kleinsten Quadrate liegt vor, wenn die Vorher-
sage λ(x; θ) linear von den gesuchten Parametern θl abhängen

λ(x; θ) =
m

l= 1

θl al (x), (7.6)

wobei die al (x) irgendwelche Funkt ionen von x sind, von denen wir lediglich verlangen,
dass sie linear unabhängig sein sollen damit die Parameter θl eindeut ig best immt werden
können. Ein Beispiel wäre

λ(x;θ) =
m

l= 1

θl x
l , (7.7)

also die Anpassung eines Polynoms in x an die Meßwerte, welches linear in seinen Koeffi-
zienten θl ist .

Im Falle einer solchen linearen Abhängigkeit von den Parametern ist das Gleichungssy-
stem 7.3 analyt isch lösbar (durch Matrixinversion), so dass die Parameter und ihre Fehler

a
l
(x) sind beliebige Funktionen in x (können auch exp, ln, sin. etc. sein)

Einfaches Beispiel: Polynom  
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dass sie linear unabhängig sein sollen damit die Parameter θl eindeut ig best immt werden
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λ(x; θ) =
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θl x
l , (7.7)
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zienten θl ist .

Im Falle einer solchen linearen Abhängigkeit von den Parametern ist das Gleichungssy-
stem 7.3 analyt isch lösbar (durch Matrixinversion), so dass die Parameter und ihre Fehler

In diesem Fall von linearen kleinsten Quadraten ist 

die Lösung analytisch möglich (Matrixinversion und -multiplikation),

Fehler exakt und analytisch berechenbar (Fehlerfortpflanzung) 

Die KQ-Schätzer haben gewisse optimale Eigenschaften.
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Lineare Kleinste Quadrate: Lösung

Wir definieren die Matrix 

Der zu minimierende Ausdruck ergibt sich dann zu:
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analyt isch best immt werden können. Wir führen zunächst die Matrix A i l ≡ al (x i ) ein, so
dass

λ(x i ; θ) =
m

l= 1

θl al (x i ) =
m

l= 1

A i l θl = (Aθ) i . (7.8)

Damit ist

χ2 = (y − λ)TV − 1(y − λ) (7.9)

= (y − Aθ)TV − 1(y − Aθ) (7.10)

wobei y = (y1, ..., yN ) und λ = (λ1, ..., λN ) ist . Nullsetzen der Ableitungen nach den
gesuchten Parametern θl ergibt

∇θχ
2 = − 2 ATV − 1y − ATV − 1Aθ̂ = 0. (7.11)

Wenn die (quadrat ische) Matrix ATV − 1A nicht singulär ist , so kann sie invert iert werden
und man erhält als LS-Schätzer

θ̂ = ATV − 1A
− 1

ATV − 1y ≡ By (7.12)

Die Parameter ergeben sich hier also als lineare Funkt ion der Meßwerte yi . Es ist keine
iterat ive Minimierung notwendig, vielmehr können die LS-Schätzer direkt ausgerechnet
werden.

Man kann nachrechnen, dass die LS-Schätzer in diesem Fall unverzerrt sind. Ausserdem
kann gezeigt werden (Gauß-M arkov-T heorem ), dass die LS-Schätzer unter allen unver-
zerrten Schätzern, welche lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind, die kleinste Varianz
haben. Dies gilt unabhängig von der Anzahl N der Meßwerte und unabhängig von der
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der einzelnen Meßwerte.

Die Kovarianzmatrix Ul ,k ≡ cov[θ̂l , θ̂k ] der LS-Schätzer erhält man durch Fehlerfortpflan-
zung zu

U = BVB T = ATV − 1A
− 1

(7.13)

Dieser Ausdruck tauchte schon in der Formel für θ̂ auf, so dass Kovarianzmatrix ohne
weitere Rechnung zur Verfügung steht .

Man kann nachrechnen, dass

U− 1
kl =

1
2

∂2χ2

∂θk∂θl θ= θ̂
. (7.14)

Wenn die yi gaußverteilt sind, dann ist − χ2/ 2 = logL und somit U in diesem Fall gleich
der Schranke minimaler Varianz.

Da λ(x; θ) nach Annahme linear in θ ist , so ist χ2 quadrat isch in θ und damit

χ2(θ) = χ2(θ̂) +
1
2

m

k,l= 1

∂2χ2

∂θk∂θl θ=
ˆ
θ
(θk − θ̂k )(θl − θ̂l ) (7.15)

= χ2(θ̂) +
m

k,l= 1

U− 1
kl (θk − θ̂k )(θl − θ̂l ) (7.16)
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Da λ(x; θ) nach Annahme linear in θ ist , so ist χ2 quadratisch in θ und damit

χ2(θ) = χ2(θ̂) +
1
2

m

k,l= 1

∂2χ2

∂θk∂θl θ=
ˆ
θ
(θk − θ̂k )(θl − θ̂l ) (7.15)

= χ2(θ̂) +
m

k,l= 1

U− 1
kl (θk − θ̂k )(θl − θ̂l ) (7.16)

Dann läßt sich die Theorievorhersage für den i-ten Stützwert schreiben als:
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wobei gilt:
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Lineare Kleinste Quadrate: Lösung (2)

Wenn die Matrix                       nicht singulär ist, kann sie invertiert werden. 

Nullsetzen der ersten Ableitungen bzgl. der gesuchten Parameter ergibt:
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zung zu

U = BVB T = ATV − 1A
− 1

(7.13)

Dieser Ausdruck tauchte schon in der Formel für θ̂ auf, so dass Kovarianzmatrix ohne
weitere Rechnung zur Verfügung steht .
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Damit ist

χ2 = (y − λ)TV − 1(y − λ) (7.9)

= (y − Aθ)TV − 1(y − Aθ) (7.10)

wobei y = (y1, ..., yN ) und λ = (λ1, ..., λN ) ist . Nullsetzen der Ableitungen nach den
gesuchten Parametern θl ergibt

∇θχ
2 = − 2 ATV − 1y − ATV − 1Aθ̂ = 0. (7.11)

Wenn die (quadrat ische) Matrix ATV − 1A nicht singulär ist , so kann sie invert iert werden
und man erhält als LS-Schätzer

θ̂ = ATV − 1A
− 1
ATV − 1y ≡ By (7.12)

Die Parameter ergeben sich hier also als lineare Funkt ion der Meßwerte yi . Es ist keine
iterat ive Minimierung notwendig, vielmehr können die LS-Schätzer direkt ausgerechnet
werden.

Man kann nachrechnen, dass die LS-Schätzer in diesem Fall unverzerrt sind. Ausserdem
kann gezeigt werden (Gauß-M arkov-T heorem), dass die LS-Schätzer unter allen unver-
zerrten Schätzern, welche lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind, die kleinste Varianz
haben. Dies gilt unabhängig von der Anzahl N der Meßwerte und unabhängig von der
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der einzelnen Meßwerte.

Die Kovarianzmatrix Ul ,k ≡ cov[θ̂l , θ̂k ] der LS-Schätzer erhält man durch Fehlerfortpflan-
zung zu

U = BVB T = ATV − 1A
− 1

(7.13)

Dieser Ausdruck tauchte schon in der Formel für θ̂ auf, so dass Kovarianzmatrix ohne
weitere Rechnung zur Verfügung steht .

Man kann nachrechnen, dass

U− 1
kl =

1
2

∂2χ2

∂θk∂θl θ= θ̂
. (7.14)

Wenn die yi gaußverteilt sind, dann ist − χ2/ 2 = logL und somit U in diesem Fall gleich
der Schranke minimaler Varianz.

Da λ(x;θ) nach Annahme linear in θ ist , so ist χ2 quadrat isch in θ und damit
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Die zu schätzenden Parametern ergeben sich dann zu:
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dass

λ(x i ;θ) =
m

l= 1

θl al (x i ) =
m

l= 1

A i l θl = (Aθ) i . (7.8)

Damit ist

χ2 = (y − λ)TV − 1(y − λ) (7.9)

= (y − Aθ)TV − 1(y − Aθ) (7.10)

wobei y = (y1, ..., yN ) und λ = (λ1, ..., λN ) ist . Nullsetzen der Ableitungen nach den
gesuchten Parametern θl ergibt

∇θχ
2 = − 2 ATV − 1y − ATV − 1Aθ̂ = 0. (7.11)

Wenn die (quadrat ische) Matrix ATV − 1A nicht singulär ist , so kann sie invert iert werden
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d.h. aus Matrixmultiplikation mit dem Vektor der Messwerte.

Es ist keine iterative Minimierung notwendig.

Die Lösung ist exakt.  

Reskalierung der Kovarianzmatrix ändern Schätzwerte nicht
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Lineare Kleinste Quadrate: Varianz

erhält man aus der Gausschen Fehlerfortplanzung zu:

Die Kovarianzen zwischen den Parametern

Der rechte Ausdruck ist bereits aus der Bestimmung der Parameter bekannt.

Die linearen KQ-Schätzer sind unverzerrt. 

Aus dem Gauss-Markov-Theorem folgt:
unter allen unverzerrten Schätzer, welche lineare Funktionen der Messwerte
sind, besitzen die KQ-Schätzer die kleinste Varianz. Dies gilt unabhängig von
den WDFs der Messwerte und unabhängig von der Anzahl der Messwerte.

Wenn Messwerte gaussverteilt sind, dass sind die linearen KQ-Schätzer
auch effizient.
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Lineare KQ: Beispiel Geradenfit

Theorievorhersage:

126 KAPITEL 7. KLEINSTE QUADRATE

Eine Kontur mit kontantem χ2 bildet in diesem Fall ein Ellipsoid. Betrachtet man speziell
die Kontur

χ2(θ) = χ2(θ̂) + 1 = χ2min + 1, (7.17)

so erhält man ein Ellipsoid mit Tangenten in θ̂k ± σ̂k , ganz analog zur Konstrukt ion
mit der Maximum Likelihood. Im Falle gaußverteilter yi gilt − χ2/ 2 = logL und die
Analogie zur Maximum-Likelihood-Methode liegt auf der Hand: einem Anst ieg des χ2 um
1 entspricht gerade ein Abfall der Log-Likelihood um 1/ 2. Entsprechend für die Konturen
zu mehreren σ. Wenn die yi einer anderen Verteilung als der gauß’schen folgen, dann kann
die Standardabweichung immer noch an der Kontur abgelesen werden, hat jedoch nicht
mehr den Wahrscheinlichkeitsinhalt des gauß’schen 1σ-Intervalls.

Wenn λ(x; θ) nicht mehr linear in den Parametern θ ist , dann ergibt sich im Allgemeinen
weder eine Ellipsoid noch liegen die Tangenten in θ̂k ± σ̂k . Jedoch kann man auch in
diesem allgemeinen Fall die erhaltene Kontur nutzen, um eine Aussage über den Fehler
der geschätzten Parameter zu machen (siehe Kap. 8).

7.2.1 A npassung einer Geraden

Die vermut lich häufigste Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate ist die Anpas-
sung einer Geraden

λ(x;m, c) = mx + c (7.18)

an eineReihe von Meßwerten yi , die für best immteWerte x i erhalten wurden. Wir nehmen
an, dass dieMeßwerte yi stat ist isch unabhängig sind, jedoch durchaus verschiedene Fehler
σi haben können. Dann ist

χ2 =
N

i= 1

(yi − (mx i + c))2

σ2i
(7.19)

Die Anpassung einer Gerade ist klarerweise ein Spezialfall der LS-Methode mit linearer
Abhängigkeit von den Parametern m und c. Um die LS-Schätzer für die Steigung m und
den Achsenabschnit t c zu best immen, könnten wir somit den oben entwickelten Matrix-
formalismus anwenden. In diesem Fall ist es jedoch einfacher und instrukt iver, die Lösung
durch Nullsetzen der ersten Ableitungen von χ2 zu finden. Wir erhalten zunächst

∂χ2

∂c
= − 2

N

i= 1

yi − (mx i + c)
σ2i

= 0 ⇔
N

i= 1

yi
σ2i

= m̂
N

i= 1

x i
σ2i

+ ĉ
N

i= 1

1
σ2i

(7.20)

Indem man die Gleichung rechts durch 1
σ2i

teilt sieht man, dass die Gerade in jedem Fall

durch den mit den Fehlern gewichteten Schwerpunkt der Daten in x und y geht. Die
part ielle Ableitung nach m liefert ausserdem

∂χ2

∂m
= − 2

N

i= 1

x i
yi − (mx i + c)

σ2i
= 0 ⇔

N

i= 1

x iyi
σ2i

= m̂
N

i= 1

x2i
σ2i

+ ĉ
N

i= 1

x i
σ2i
(7.21)
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Zu minimieren ist der Ausdruck:

Linear in m und c → im Prinzip Matrixformalismus (Übung)
Hier: zu Fuss, weil instruktiver.

Nullsetzen der partiellen Ableitungen nach c:

Dividieren durch 1/σ
i
2  zeigt:  Gerade geht durch den 

                                               fehlergewichteten Schwerpunkt
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Lineare KQ: Beispiel Geradenfit (2)

Nullsetzen der partiellen Ableitung nach m:

Auflösen der Gleichungen liefert: (Summen laufen von 1 bis N)
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so erhält man ein Ellipsoid mit Tangenten in θ̂k ± σ̂k , ganz analog zur Konst rukt ion
mit der Maximum Likelihood. Im Falle gaußverteilter yi gilt − χ2/ 2 = logL und die
Analogie zur Maximum-Likelihood-Methode liegt auf der Hand: einem Anst ieg des χ2 um
1 entspricht gerade ein Abfall der Log-Likelihood um 1/ 2. Entsprechend für die Konturen
zu mehreren σ. Wenn die yi einer anderen Verteilung als der gauß’schen folgen, dann kann
die Standardabweichung immer noch an der Kontur abgelesen werden, hat jedoch nicht
mehr den Wahrscheinlichkeitsinhalt des gauß’schen 1σ-Intervalls.

Wenn λ(x; θ) nicht mehr linear in den Parametern θ ist , dann ergibt sich im Allgemeinen
weder eine Ellipsoid noch liegen die Tangenten in θ̂k ± σ̂k . Jedoch kann man auch in
diesem allgemeinen Fall die erhaltene Kontur nutzen, um eine Aussage über den Fehler
der geschätzten Parameter zu machen (siehe Kap. 8).

7.2.1 A npassung einer Geraden
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durch Nullsetzen der ersten Ableitungen von χ2 zu finden. Wir erhalten zunächst

∂χ2

∂c
= − 2

N

i= 1

yi − (mx i + c)
σ2i

= 0 ⇔
N

i= 1

yi
σ2i

= m̂
N

i= 1

x i
σ2i

+ ĉ
N

i= 1

1
σ2i

(7.20)

Indem man die Gleichung rechts durch 1
σ2i

teilt sieht man, dass die Gerade in jedem Fall

durch den mit den Fehlern gewichteten Schwerpunkt der Daten in x und y geht . Die
part ielle Ableitung nach m liefert ausserdem

∂χ2

∂m
= − 2

N

i= 1

x i
yi − (mx i + c)

σ2i
= 0 ⇔

N

i= 1

x iyi
σ2i

= m̂
N

i= 1

x2i
σ2i

+ ĉ
N

i= 1

x i
σ2i
(7.21)
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )

m̂ =

x i y i
σ 2i
1
σ 2i
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x i
σ2i
1
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y i
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1
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−
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1
σ 2i

2
(7.22)

ĉ =

yi
σ2i
1
σ2i

− m̂

x i
σ2i
1
σ2i

(7.23)

Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich

V [ĉ] =

x2i
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i

2 (7.25)

V [m̂] =

1
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i

2 (7.26)

cov[ĉ, m̂] = −

x i
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i

2 (7.27)

Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet . Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ 2i
1
σ 2i

= 0 ist . Durch die Variablent ransformat ion

x → x −

x i
σ2i
1
σ2i

kann dies immer erreicht werden.
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )
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ĉ =

yi
σ2i
1
σ2i

− m̂

x i
σ2i
1
σ2i

(7.23)

Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich

V [ĉ] =

x2i
σ2i

x2i
σ2i

1
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2 (7.25)

V [m̂] =

1
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i

2 (7.26)

cov[ĉ, m̂] = −

x i
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i

2 (7.27)

Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet. Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ 2i
1
σ 2i

= 0 ist . Durch die Variablent ransformat ion

x → x −

x i
σ2i
1
σ2i

kann dies immer erreicht werden.
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )
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ĉ =

yi
σ2i
1
σ2i

− m̂

x i
σ2i
1
σ2i
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Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich

V [ĉ] =

x2i
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i

2 (7.25)

V [m̂] =

1
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2 (7.26)

cov[ĉ, m̂] = −

x i
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i

2 (7.27)

Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet. Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ 2i
1
σ 2i

= 0 ist . Durch die Variablentransformat ion

x → x −

x i
σ2i
1
σ2i

kann dies immer erreicht werden.

Falls σ
i
 gleich sind, dann findet man dass das χ2 im Minimum 

Gegeben ist durch: (Einsetzen der Schätzwerte in χ2)

V[y] : Varianz der Messwerte y
i

ρ
xy

:  Korrelation in den Wertepaaren (x
i
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i
)
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Lineare KQ: Beispiel Geradenfit (2)

Die Varianzen und Kovarianzen ergeben sich zu (z.B. aus Fehlerfortpflanzung):

Fehler hängen nicht von den y
i
 ab.
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )
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ĉ =

yi
σ2i
1
σ2i

− m̂
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1
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Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich

V [ĉ] =

x2i
σ2i

x2i
σ2i

1
σ2i
− x i

σ2i
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cov[ĉ, m̂] = −
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2 (7.27)

Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet . Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ 2i
1
σ 2i

= 0 ist . Durch die Variablentransformat ion

x → x −

x i
σ2i
1
σ2i

kann dies immer erreicht werden.
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )
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Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich
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cov[ĉ, m̂] = −
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2 (7.27)

Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet. Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ 2i
1
σ 2i

= 0 ist . Durch die Variablentransformat ion

x → x −

x i
σ2i
1
σ2i

kann dies immer erreicht werden.
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )

m̂ =

x i y i
σ 2i
1
σ 2i

−

x i
σ 2i
1
σ 2i

y i
σ 2i
1
σ 2i

x 2i
σ 2i
1
σ 2i

−

x i
σ2i
1
σ2i

2
(7.22)
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Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich
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cov[ĉ, m̂] = −
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Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet. Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ 2i
1
σ 2i

= 0 ist . Durch die Variablentransformat ion

x → x −

x i
σ 2i
1
σ 2i

kann dies immer erreicht werden.

Für den Fehler der Vorhersage des Wertes für x-Wert aus 
der Geradenanpassung gilt:
Kovarianz berücksichtigen!!
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )
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Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich
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cov[ĉ, m̂] = −
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Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet . Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ2i
1
σ2i

= 0 ist . Durch die Variablent ransformat ion

x → x −

x i
σ2i
1
σ2i

kann dies immer erreicht werden.

Beseitigen der Korrelation durch Variablentransformation:
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Durch Auflösen dieser beiden Gleichungen nach ĉ und m̂ ergibt sich (alle Summen laufen
über i von 1 bis N )
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Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
abschnit t (ohne irgendeine iterat ive Minimierung) direkt ausrechnen. Man erkennt auch,
dass diese Schätzer lineare Funkt ionen der Meßwerte yi sind.

Das χ2 an der Stelle der LS-Schätzer ergibt sich durch einsetzen zu

χ2 =
V [y]
σ2

1− ρ2xy (7.24)

in dem vereinfachten Fall, dass die Fehler aller Meßpunkte gleich σ sind. V [y] bezeichnet
hier die Stichprobenvarianz der Meßpunkte (y1, ..., yN ) und ρxy deren St ichprobenkorrela-
t ion mit den Werten (x1, ..., xN ).

Um die Varianz der LS-Schätzer auszurechnen kann man direkte Fehlerfortpflanzung an-
wenden, oder eine der anderen oben angegebenen Verfahren, z.B. nach Gl. 7.14. Es ergibt
sich
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cov[ĉ, m̂] = −
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Man sieht , dassdieVarianzen und dieKovarianz der LS-Schätzer nicht von den Meßwerten,
sondern nur von deren Fehlern σi und den Werten x i abhängen.

Wird die angepasste Gerade verwendet um für ein gewisses x eine Vorhersage y = m̂x + ĉ
zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch

V [y] = x2V [m̂] + V [ĉ] + 2xcov[ĉ, m̂] (7.28)

Die Kovarianz der LS-Schätzer muss also mitberücksicht igt werden, sonst ergibt sich ein
zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
dafür sorgt , dass die Kovarianz der LS-Schätzer verschwindet . Dies ist nach der obigen

Formel offenbar dann der Fall, wenn

x i
σ 2i
1
σ 2i

= 0 ist . Durch die Variablent ransformat ion

x → x −

x i
σ 2i
1
σ 2i

kann dies immer erreicht werden.
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σ2i
1
σ2i

y i
σ 2i
1
σ 2i
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σ 2i
1
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−

x i
σ2i
1
σ2i

2
(7.22)

ĉ =

yi
σ2i
1
σ2i

− m̂

x i
σ2i
1
σ2i

(7.23)

Mit diesen beiden Formeln können wir also die LS-Schätzer für Steigung und Achsen-
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zu treffen, so ist die Varianz dieser Vorhersage (ihr Fehler zum Quadrat) gegeben durch
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zu großer Fehler für die Vorhersage. Man kann die Situat ion vereinfachen, indem man
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dann gilt
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Geradenanpassung mit Fehler auf x und y 

Sind x
i
 und y

i
 mit Fehlern behaftet ist die obige Methode nicht anwendbar

Ein Messpaar (x
i
,y

i
) kann von verschieden wahren Werten x

i
 stammen.

Problem kann mit ML-Methode gelöst werden und Wahrscheinlichkeiten 
können aufintegriert werden.

Im Falle Gausscher Fehler und gleicher Varianzen für alle x
i
 und y

i
 Werte und

für ein Geradenapassung kann gezeigt werden (siehe Barlow), dass
das Integral der Wahrscheinlichkeiten über alle Punkte gleich der 
Wahrscheinlichkeit ist, von dem wahrscheinlichsten Punkt auf der Gerade.
sind die Fehler auf x und y gleich ist dies einfach der Lotpunkt auf die Gerade
und der Abstand von der Geraden beträgt:  

Die zu minimierende Größe ist dann:
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Geradenanpassung mit Fehler auf x und y (2) 

Sind die Fehler auf x und y nicht gleich kann man dies durch eine 
Variablentransformation erreichen:

128 KAPITEL 7. KLEINSTE QUADRATE

7.2.2 Fehler auf x und y

Wenn sowohl die Meßwerte yi als auch die Werte x i mit einer Unsicherheit behaftet sind,
so ist die bisher diskut ierte Methode nicht unmit telbar anwendbar. Ein Meßpunkt (x i , yi )
kann in diesem Fall zu verschiedenen wahren Werten von x gehören. Allgemein können wir
dieMaximum Likelihood Methode anwenden und dieWahrscheinlichkeiten aufintegrieren,
dassder Meßpunkt von irgendeinem Punkt ent lang der Vorhersageλ(x; θ) stammt. Für den
Fall, dassdieVorhersageλ(x;m, c) = mx+ c eineGerade ist , gaußscheFehler angenommen
werden können und die Fehler σx auf x und σy auf y für alle Punkte gleich sind, kann man
zeigen (siehe [Bar89]), dass das Integral der Wahrscheinlichkeiten für den Punkt (x i , yi )
von irgendeinem Punkt ent lang der Geraden zu kommen bis auf einen konstanten Faktor
gleich der Wahrscheinlichkeit ist , dass er von dem Punkt auf der Geraden stammt, für den
die Wahrscheinlichkeit , diesen Meßpunkt zu erhalten maximal ist . Sind die Fehler auf x
und y gleich (σx = σy), so ist dies einfach der Punkt auf der Gerade mit dem kleinsten
Abstand zum Meßpunkt . Dieser Abstand ist

hi =
yi − mx i − c
√
1+ m2

(7.29)

In diesem einfachsten Fall ist damit

χ2 ∼
N

i= 1

(yi − mx i − c)2

1+ m2 (7.30)

Nullsetzen der part iellen Ableitungen nach m und c liefert die LS-Schätzer. Der Fall,
dass die Fehler auf x und y verschieden sind (σx = σy ), kann durch die Transformat ion
x = x/ σx , y = y/ σy auf den einfachen Fall gleicher Fehler reduziert werden. Nach der
entsprechenden Rückt ransformat ion ergibt sich für die Steigung

m̂ =
σy
σx

A ± A2 + 1 mit A =
σ2xV [y] − σ2yV [x]

sσxσycov[x, y]
(7.31)

wobei V [x] bzw. V [y] die Varianz der x i bzw. yi bezeichnet . Der Achsenabschnit t ande-
rerseits ergibt sich zu

ĉ = y − m̂x (7.32)

Wenn die Fehler von Punkt zu Punkt variieren, dann exist iert keine analyt ische Lösung.
Dann müssen für jeden Datenpunkt die Wahrscheinlichkeiten bzw. die Abst ände zu den
relevanten Punkten auf der Gerade ausgerechnet und die Lösung numerisch gefunden
werden.

7.3 A npasssung an ein H ist ogramm

Häufig wird die Methode der kleinsten Quadrate auch verwendet , um aus histogrammier-
ten Datenpunkten die Parameter θ der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x;θ) dieser
Datenpunkte zu best immen. In diesem Fall ist yi die Anzahl der Meßwerte im Bin i des
Histogramms. Die Vorhersage hierfür ist

λ i (θ) = n
xm ax
i

xm i n
i

f (x; θ)dx, (7.33)
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wobei V [x] bzw. V [y] die Varianz der x i bzw. yi bezeichnet . Der Achsenabschnit t ande-
rerseits ergibt sich zu

ĉ = y − m̂x (7.32)

Wenn die Fehler von Punkt zu Punkt variieren, dann exist iert keine analyt ische Lösung.
Dann müssen für jeden Datenpunkt die Wahrscheinlichkeiten bzw. die Abst ände zu den
relevanten Punkten auf der Gerade ausgerechnet und die Lösung numerisch gefunden
werden.

7.3 A npasssung an ein H ist ogramm

Häufig wird die Methode der kleinsten Quadrate auch verwendet , um aus histogrammier-
ten Datenpunkten die Parameter θ der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x; θ) dieser
Datenpunkte zu best immen. In diesem Fall ist yi die Anzahl der Meßwerte im Bin i des
Histogramms. Die Vorhersage hierfür ist

λ i (θ) = n
xm ax
i

xm i n
i

f (x; θ)dx, (7.33)

Nach Variablenrücktransformation ergeben sich die KQ-Schätzer zu:
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wobei V [x] bzw. V [y] die Varianz der x i bzw. yi bezeichnet . Der Achsenabschnit t ande-
rerseits ergibt sich zu

ĉ = y − m̂x (7.32)

Wenn die Fehler von Punkt zu Punkt variieren, dann exist iert keine analyt ische Lösung.
Dann müssen für jeden Datenpunkt die Wahrscheinlichkeiten bzw. die Abst ände zu den
relevanten Punkten auf der Gerade ausgerechnet und die Lösung numerisch gefunden
werden.

7.3 A npasssung an ein H ist ogramm

Häufig wird die Methode der kleinsten Quadrate auch verwendet , um aus histogrammier-
ten Datenpunkten die Parameter θ der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x; θ) dieser
Datenpunkte zu best immen. In diesem Fall ist yi die Anzahl der Meßwerte im Bin i des
Histogramms. Die Vorhersage hierfür ist

λ i (θ) = n
xm ax
i

xm i n
i

f (x; θ)dx, (7.33)

Die Kovarianzen ergeben sich aus Fehlerfortpflanzung

Sind die Fehler für die einzelnen Messwerte in x und y nicht gleich,
dann gibt es keine geschlossene analytische Lösung des Problems

+(-) für cov[x,y] > (<) 0

M. Schumacher, S. Lai                             Stat. Methoden der Datenanalyse                                 WiSe 2012/2013

2



KQ für Histogramme

Gegeben: ein Histogramm mit N bins und n Einträgen
                 
                 anzupassende WDF   

Wir haben in jedem Bin i:

y
i
 = Anzahl der Einträge in den Daten

Vorhersage ergibt sich aus Anzahl der 
Beobachtungen und dem Integral der 
WDF über Binbreite;

Wichtig!   Die Gesamterwartung wird auf die beobachte Anzahl von 
                von Messwerten n in den Daten angepasst. 
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KQ für Histogramme (2)

Anpassung mittels KQ: minimiere

wobei σ
i
2=V[y

i
], nicht notwendigerweise bekannt.  

Behandele  y
i
 als Poisson-verteilte ZV

KQ-Methode

Modifizierte KQ-Methode  (MKQ)

MKQ ist manchmal rechentechnisch einfacher zu behandeln.
Aber: χ2

min
 folgt nicht mehr Chi-Quadrat-WDF (oder ist nicht definiert),

wenn einige Bins wenige (oder keine Einträge) haben. 
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Erweiterte KQ für Histogramme ? 

Bisher Normierung der Vorhersage aus Daten n.
Versuch: betrachte n als Poisson-ZV mit Mittelwert ν

Dann wird Theorievorhersage zu:

Problem: Is  aus KG ist verzerrter Schätzer  (und n kennen wir ohnehin) 

à Normierung aus Beobachtung in KQ verwenden.
     oder EML anwenden ü  unverzerrte Schätzer für ν

χ2min folgt Chi-Quadrat-Verteilung mit FG= Messwerte-Parameter
Ewartungswert = #FG ü  Verzerrung der KQ / MKQ (LS/MLS)-Schätzer.
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KQ für Histogramme Beispiel 

400 Messungen von ZV x im Bereich [0,2], 20 Bins im Histogramm

WDF für x =  θ Gauss-WDF +  (1- θ) Exp-WDF

a) Anpassung von ν und θ
KQ:  σ

i
2 = λ

i
    χ2

min
=17.1   ν

KQ
= 408.5 ± 26.2         zu groß um χ2

min
/2

                                            θ = 0.498±0.056

MKQ:  σ
i
2 = y

i
    χ2

min
=17.8   ν

MKQ
= 382.2 ± 19.5   zu klein  χ2

min

                                                 θ = 0.551±0.062

Annahme: µ,σ,τ bekannt
Schätzung von θ bzw. ν

Gauss
 = ν θ    und   ν

Exp
 = ν (1-θ)

Wahre Werte für Parameter: θ=0.5, µ= 1, σ = 0.35, τ=4

b) Nur Anpassung von θ     (ν=n fest für KQ oder aus Fit für EML)
KQ:    χ2

min
=17.3      θ = 0.498±0.056

EML:  n=400± 20      χ2
min

=17.6     θ = 0.514±0.057
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Normierung der kleinsten Quadrate: Beispiel

N= 400 Ereignisse, n=20 Bins

Besser: entweder n=konst in KQ oder verwende ML-Methode
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Verwendung der KQ zur Kombination von Messungen

Verwende KQ, um gewichteten Mittelwert von N Messungen 
der Observable λ zu bestimmen.

y
i
 = Ergebnis der Messung i, i = 1, …,N

σ
i
2=V[y

i
]   Varianz der Messung i, als bekannt angenommen

λ = wahrer Wert (Parameter der geschätzt werden soll)

Für unkorrelierte Messungen y
i
 , minimiere 

Setze                    und löse nach λ auf:
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Kombination korrelierter Messungen mit KQ

Wenn die Kovarianzmatrix gegeben ist durch

dann minimiere

Dies liefert:

Der KQ-Schätzer für die konstante Funktion λ  ist erwartungstreu

und effizient. Dies folgt aus dem Gauss-Markov-Theorem.
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Beispiel: Mittelung zweier korrelierter Messungen
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Negative Gewichte im KQ-Mittelwert
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Lineare KQ mit linearen Zwangsbedingungen

Oft unterliegen zu schätzende Parameter (eventuell gleich Beobachtungen)
gewissen Zwangsbedingungen (ZB).

Messungen erfüllen ZB nicht → verbesserte Messungen sollen ZB erfüllen

2 Methoden: - Eliminierung der überflüssigen Parameter
                     - Einführung von Lagrange-Multiplikatoren

Beispiel: Messung der Winkel im Dreieck

              verbesserte Messungen η
i
 sollen ZB Ση

i
 = 180 erfüllen

M. Schumacher, S. Lai                             Stat. Methoden der Datenanalyse                                 WiSe 2012/2013



Lineare KQ mit linearen Zwangsbedingungen (2)

Verbesserte Messungen ableiten aus den Bedingungen 

1) Eliminierungsmethode: η
3
 = 180 - η

1
 - η

2

              
    Minimiere den Ausdruck:
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Lineare KQ mit linearen Zwangsbedingungen (3)

Ergebnis der Minimerung:

Und aus der Zwangsbedingung für η
3
:

Nun erfüllen die η
i
  die Zwangsbedingung

Der Überschuss von 2 Grad wird gleichmäßig auf alle Winkel
Verteilt (-2/3 Grad für jeden Winkel), da Varianz alle gleich.
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Lineare KQ mit linearen Zwangsbedingungen (3)

b) Lagrangsche Multiplikatoren

    führe für jede Zwangsbedingung einen Lagrangmultiplikator λ ein 

    und addiere für jede ZB einen Term im Format  2λ “ZB= 0” zum normalen χ2

Der Ausdruck enthält nun vier zu schätzende Parameter:

Nullsetzten der Ableitung
Liefert die 4 Gleichungen: 
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Lineare KQ mit linearen Zwangsbedingungen (3)

Multiplikation der ersten drei Gl. mit -1 und der letzten mit 1/σ2 

Selbes Ergebnis wie bei Eliminierung.

Gleichungen symmetrisch in allen Parametern.

Lösen der ersten drei Gleichungen liefert;
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Lineare KQ mit linearen Zwangsbedingungen (3)

Bestimmung der Kovarianzmatrix aus Fehlerfortplanzung liefert

Die verbesserten Messgrößen η
I
 :

- sind nun negativ korreliert  (-1/3)

- besitzen verkleinerte Varianzen (2/3 vgl 1 für y
i
 )
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Lineare KQ mit linearen ZB und Langrange-Mult.

Allgemeine Problemstellung:

K Zwangsbedingungen in l Parametern
à B = KxL Matrix
     b = K-dimensionaler Vektor

N-dimensionaler Vektor der Messwerte

L-dimensionaler Vektor der Messwerte

Lin. Theorievorhersage NxL
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Lineare KQ mit linearen ZB und Langrange-Mult.

K-dim. Vektor von Lagrangemultiplikatoren:

Minimierung bzgl. Parameter und Lagrangemultiplikatoren : 

Zu minimierender Ausdruck:

Einführung der Abkürzungen: 
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Lineare KQ mit linearen ZB und Langrange-Mult.

Gleichungen in neuer Form:

Falls C-1 existiert, multipliziere 1. Gl. mit BC-1 und ersetze durch 2. Gl.

Abkürzung:

Lösung für die Lagrangemultiplikatoren:
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Lineare KQ mit linearen ZB und Langrange-Mult.

Einsetzen in obige Gleichung liefert Lösungen für Parameter:

Lösung ist exakt.

ist die Lösung für Problem ohne ZB, taucht in beiden Lsg. auf

misst Verletzung der Zwangbedingungen

Kovarianzmatrix aus Fehlerfortpflanzung

M. Schumacher, S. Lai                             Stat. Methoden der Datenanalyse                                 WiSe 2012/2013



Lineare KQ mit linearen ZB und Langrange-Mult.

Oder vereinfacht:

Die verbesserten Messgrößen ergeben sich zu

Mit Kovarianzmatrix:

Erster Summand aus Lösungen ohne Zwangsbedingungen

Erster Summand aus Lösungen ohne Zwangsbedingungen
Zweiter Summand bewirkt Reduktion der Diagonalelemenete
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