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Kapitel 10 
Bestimmung und Interpretation 
von Vertrauensintervallen und 

Ausschlussgrenzen   

S. Lai u. M. Schumacher         Stat. Meth. der Datenanalyse: Kapitel 10  Konfidenzintervalle         WiSe 2012/2013 



G. Cowan  

Lectures on Statistical Data Analysis  

Schätzung von Vetrauensintervallen 

Deutliche Unterscheidung in Interpetation des Intervalls [a,b] 
in den beiden Statistikschulen: Frequentisten  (klassisch)  
                                                  Bayesianer      (subjektiv). 

Bisher:  Schätzung von Parametern und deren Varianz 
 
Jetzt:    Angabe eines Intervalls “Vertauensintervall” [a,b], welches 
            irgendeine Wahrscheinlichkeitsaussage über Beziehung  
            zwischen statistischer Genauigkeit der Messung und  
            dem wahren Wert des Parameters macht.  

oft wird ± 1 Standardabweichung als Vertrauensintervall(Konfidenzintervall 
            zu 68%Vertrauensniveau/Konfidenzniveau  (CL)angebeben  
 
aber:  - nimmt an dass die WDF des Schätzers eine Gaussverteilung ist 
          - Schwierigkeit bei Schätzwerten nahe an Physikalischen Grenzen 
             z.B.   - Masse = -5±2 < 0      - Zählrate nahe bei oder < 0  
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G. Cowan  

Interpretation von Vertrauenintervallen 
Vertrauensintervall hängt von Messwerten/Stichprobe à [a,b] ist Zufallsvariable 

Frequentisten:   Vertrauensintervall [a,b] zu xy% CL   

Interpretation:  bei sehr häufiger Wiederholung identischer Messungen und  
                        Bestimmung der Vetrauensintervalle nach selber Methode,  
                        wird der Anteil von xy% der so gebildeten Vertrauensintervalle 
                        den wahren Wert des Parameters enthalten (Abdeckungswkt.)    
 
                        - keine Wahrscheinlichkeitsaussage über Beziehung von  
                          wahren Wert und Intervall in einzelner Messung   
                       -  kein Problem mit Intervallen im unphysikalischen Bereich. 
                       -  Abdeckungswahrscheinlichkeit = CL 

Bayesianer:    Glaubwürdigeitsintervall [a,b] zu xy% CL   
  
Interpretation:  die Wahrscheinlichkeit “Grad an Glaube”, dass der wahre Wert  
                         im geschätzen Intervall liegt ist xy% 
                        - Problem mit Intervallen im unphysikalischen Bereich 
                        - Verlangt A-Priori-Wkt. für wahren Wert des Parameters 
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Betrachte einen Schätzer für einen Parameter θ und einen 

Man braucht für alle möglichen wahren Parameter θ die  
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion für den Schätzer 

Spezifiziere obere und untere Ausläuferwahrscheinlichkeiten 
z.B. α = 0.05, β = 0.05, und bestimme die Funktionen uα(θ) and vβ(θ)  
so das gilt: 

Bestimmung Frequentistischer Vetrauensintervalle  

Schätzwert, der aus einer Stichprobe gewonnen wird 
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Finde die Punkte, wo der beobachtete 
Schätzwert den Konfidenzgürtel 
schneidetà [a,b]  

Die Region zwischen uα(θ) and vβ(θ) wird der Vertrauensgürtel genannt 

Konfidenzeniveau = 1 - α - β = Wahrscheinlichkeit des Intervalls den  
wahren Wert zu enthalten (in frequentistischer Interpretation s.o.)  
Gilt für jeden beliebigen wahren Wert des Parameters 

Bestimmung Frequentistischer Vetrauensintervalle  
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θ̂ vorhersagen. Auf der rechten Seite von Abb. 8.1 ist diese Verteilung beispielhaft für den
ML-Schätzer θ̂ des Mittelwerts einer Exponentialverteilung für vier verschiedene wahre
Werte θ des Mittelwerts dargestellt (siehe Abschnitt 6.4.2, Gl. 6.62; um der allgemeinen
Nomenklatur zu folgen, wird τ hier durch θ ersetzt). Als Stichprobenumfang wurde hier
n = 20 gewählt, so dass die Verteilungen deutlich von der Gaußverteilung abweichen. In
jeder dieser Verteilungen g(θ̂; θ) kann nun zu jedem α,β mit 0 ≤ α,β ≤ 1 ein Intervall
[lβ , uα] so bestimmt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ kleiner als lβ
zu erhalten gerade β ist und die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ größer als uα zu
erhalten gerade α ist:

α = P (θ̂ ≥ uα(θ)) =
∫ ∞

uα(θ)
g(θ̂; θ)dθ̂ = 1 − G(uα(θ); θ) (8.2)

und

β = P (θ̂ ≤ lβ(θ)) =
∫ lβ(θ)

−∞
g(θ̂; θ)dθ̂ = G(lβ(θ); θ) (8.3)

G ist hierbei die kumulative Verteilungsfunktion zu g(θ̂; θ). Der Wert von lβ bzw. uα hängt
natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das

8.2. KONFIDENZINTERVALL 135

θ̂ vorhersagen. Auf der rechten Seite von Abb. 8.1 ist diese Verteilung beispielhaft für den
ML-Schätzer θ̂ des Mittelwerts einer Exponentialverteilung für vier verschiedene wahre
Werte θ des Mittelwerts dargestellt (siehe Abschnitt 6.4.2, Gl. 6.62; um der allgemeinen
Nomenklatur zu folgen, wird τ hier durch θ ersetzt). Als Stichprobenumfang wurde hier
n = 20 gewählt, so dass die Verteilungen deutlich von der Gaußverteilung abweichen. In
jeder dieser Verteilungen g(θ̂; θ) kann nun zu jedem α,β mit 0 ≤ α,β ≤ 1 ein Intervall
[lβ , uα] so bestimmt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ kleiner als lβ
zu erhalten gerade β ist und die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ größer als uα zu
erhalten gerade α ist:

α = P (θ̂ ≥ uα(θ)) =
∫ ∞

uα(θ)
g(θ̂; θ)dθ̂ = 1 − G(uα(θ); θ) (8.2)

und

β = P (θ̂ ≤ lβ(θ)) =
∫ lβ(θ)

−∞
g(θ̂; θ)dθ̂ = G(lβ(θ); θ) (8.3)

G ist hierbei die kumulative Verteilungsfunktion zu g(θ̂; θ). Der Wert von lβ bzw. uα hängt
natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das
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θ̂ vorhersagen. Auf der rechten Seite von Abb. 8.1 ist diese Verteilung beispielhaft für den
ML-Schätzer θ̂ des Mittelwerts einer Exponentialverteilung für vier verschiedene wahre
Werte θ des Mittelwerts dargestellt (siehe Abschnitt 6.4.2, Gl. 6.62; um der allgemeinen
Nomenklatur zu folgen, wird τ hier durch θ ersetzt). Als Stichprobenumfang wurde hier
n = 20 gewählt, so dass die Verteilungen deutlich von der Gaußverteilung abweichen. In
jeder dieser Verteilungen g(θ̂; θ) kann nun zu jedem α,β mit 0 ≤ α,β ≤ 1 ein Intervall
[lβ , uα] so bestimmt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ kleiner als lβ
zu erhalten gerade β ist und die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ größer als uα zu
erhalten gerade α ist:

α = P (θ̂ ≥ uα(θ)) =
∫ ∞

uα(θ)
g(θ̂; θ)dθ̂ = 1 − G(uα(θ); θ) (8.2)

und

β = P (θ̂ ≤ lβ(θ)) =
∫ lβ(θ)

−∞
g(θ̂; θ)dθ̂ = G(lβ(θ); θ) (8.3)

G ist hierbei die kumulative Verteilungsfunktion zu g(θ̂; θ). Der Wert von lβ bzw. uα hängt
natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das

Es gilt für alle Werte θ: 
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θ̂ vorhersagen. Auf der rechten Seite von Abb. 8.1 ist diese Verteilung beispielhaft für den
ML-Schätzer θ̂ des Mittelwerts einer Exponentialverteilung für vier verschiedene wahre
Werte θ des Mittelwerts dargestellt (siehe Abschnitt 6.4.2, Gl. 6.62; um der allgemeinen
Nomenklatur zu folgen, wird τ hier durch θ ersetzt). Als Stichprobenumfang wurde hier
n = 20 gewählt, so dass die Verteilungen deutlich von der Gaußverteilung abweichen. In
jeder dieser Verteilungen g(θ̂; θ) kann nun zu jedem α,β mit 0 ≤ α,β ≤ 1 ein Intervall
[lβ , uα] so bestimmt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ kleiner als lβ
zu erhalten gerade β ist und die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ größer als uα zu
erhalten gerade α ist:

α = P (θ̂ ≥ uα(θ)) =
∫ ∞

uα(θ)
g(θ̂; θ)dθ̂ = 1 − G(uα(θ); θ) (8.2)

und

β = P (θ̂ ≤ lβ(θ)) =
∫ lβ(θ)

−∞
g(θ̂; θ)dθ̂ = G(lβ(θ); θ) (8.3)

G ist hierbei die kumulative Verteilungsfunktion zu g(θ̂; θ). Der Wert von lβ bzw. uα hängt
natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das
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θ̂ vorhersagen. Auf der rechten Seite von Abb. 8.1 ist diese Verteilung beispielhaft für den
ML-Schätzer θ̂ des Mittelwerts einer Exponentialverteilung für vier verschiedene wahre
Werte θ des Mittelwerts dargestellt (siehe Abschnitt 6.4.2, Gl. 6.62; um der allgemeinen
Nomenklatur zu folgen, wird τ hier durch θ ersetzt). Als Stichprobenumfang wurde hier
n = 20 gewählt, so dass die Verteilungen deutlich von der Gaußverteilung abweichen. In
jeder dieser Verteilungen g(θ̂; θ) kann nun zu jedem α,β mit 0 ≤ α,β ≤ 1 ein Intervall
[lβ , uα] so bestimmt werden, dass die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ kleiner als lβ
zu erhalten gerade β ist und die Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ größer als uα zu
erhalten gerade α ist:

α = P (θ̂ ≥ uα(θ)) =
∫ ∞

uα(θ)
g(θ̂; θ)dθ̂ = 1 − G(uα(θ); θ) (8.2)

und

β = P (θ̂ ≤ lβ(θ)) =
∫ lβ(θ)

−∞
g(θ̂; θ)dθ̂ = G(lβ(θ); θ) (8.3)

G ist hierbei die kumulative Verteilungsfunktion zu g(θ̂; θ). Der Wert von lβ bzw. uα hängt
natürlich vom wahren Wert θ ab, so dass lβ(θ) und uα(θ) als Funktion von θ geschrieben
werden. Auf der linken Seite von Abb. 8.1 sind lβ(θ) und uα(θ) dargestellt. Nach Konstrul-
tion ist für jeden beliebigen wahren Wert θ die Wahrscheinlichkeit, dass der Schätzwert θ̂
in dem Band zwischen lβ und uα (dem sogenannten Konfidenzband) liegt

P (lβ(θ) ≤ θ̂ ≤ uα(θ)) = 1 − α − β (8.4)

Unter der (in aller Regel gerechtfertigten) Annahme, dass lβ(θ) und uα(θ) monoton stei-
gende Funktionen sind existieren Umkehrabbildungen

a(θ̂) ≡ u−1
α (θ̂) (8.5)

b(θ̂) ≡ l−1
β (θ̂). (8.6)

Damit gelten die Äquivalenzen

θ̂ ≥ uα(θ) ⇔ a(θ̂) ≥ θ (8.7)
θ̂ ≤ lβ(θ) ⇔ b(θ̂) ≤ θ, (8.8)

und zwar für jedes θ. Egal welches θ das wahre ist, gilt also immer

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.9)
P (b(θ̂) ≤ θ) = β (8.10)

oder äquivalent

P (a(θ̂) ≤ θ ≤ b(θ̂)) = 1 − α − β. (8.11)

Man beachte, dass dies immer noch eine Wahrscheinlichkeitsaussage über θ̂ bzw. a(θ̂)
und b(θ̂) ist. Für jeden gegebenen Wert von θ sind die Schätzwerte θ̂ so verteilt und die
Funktionen a und b so konstruiert, dass diese Wahrscheinlichkeitsaussage gilt. Sie gilt also
insbesondere für den unbekannten wahren Wert von θ. Dies ist der Kern des Verfahrens. Bei
Wiederholung der Messung ist die Wahrscheinlichkeit, dass das aus der Messung abgeleite-
te Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] den wahren Wert enthält, gerade 1−α−β. Das bedeutet natürlich
auch, dass man in einem Bruchteil α+β der Messungen ein Intervall herausbekommt, das
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Das Intervall wird den wahren Wert  θ  mit Wkt ≥ 1 – γ enthalten. 
Dies ist Äquivalent zur Konstruktion des Konfidenzgürtels: der 
Konfidenzgürtel ist die Akzeptanzregion eines Hypotethesntests. 

KI aus Invertierung eines Hypothesentests 
Das Konfidenzinterval für einen Parameter θ  kann durch Definition eines 
Tests für den hypothetischen Wert θ  gefunden werden  
(und mache dies für alle hypothetischen Werte θ):  

  
Spezifiziere Werte der Daten die unverträglich mit θ sind (Kritische Region)  
so dass die Wahrscheinlickeit P(Daten in kritischer Region) ≤ γ  
für eine vorgegebenes  γ, z.B., 0.05 or 0.1. 
Wenn beobachtete Daten in kritischer Region, dann verwerfe den Wert von θ . 
 

Nun invertiere den  Test, um eine Konfidenzintervall zu definieren gemäß: 

      Menge der  θ-Werte, die nicht verworfen werden würden in einem  
      Hypothesentest mit Signifikanzniveau γ  (Konfidenzniveau ist 1 - γ ). 
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Äquivalente Sichtweise: wir betrachtem einen Signifikanztest für jeden 
hypothetischen Wert von θ,  mit dem Ergebnis des p-Wertes, pθ..   
 

 Wenn pθ < γ, dann verwerfe  θ. 
  
Das Konfidenzintervall zum Konfidenczniveau CL = 1 – γ beinhaltet die  
Werte für θ,  die nicht verworfen werden. 
 
Z.B. eine untere Grenze/Limit a auf θ ist der größte Wert für θ  
       für den gilt  pθ ≥ γ.  
 
In der Praxis finden wir den Grenzwert indem wir pθ = γ  setzen  
und diese Beziehung für θ   lösen. 
 
Oder für Signifikanzniveaus α u. β größtes a und kleinstes b finden, dass 
folgende Gleichungen erfüllt  

Beziehung zwischen CL und P-Wert 
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den wahren Wert nicht enthäht. Das Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] heißt Konfidenzintervall und
1 − α − β ist die Überdeckungswahrscheinlichkeit (engl. coverage probability) bzw.
das Konfidenzniveau (engl. confidence level) des Intervalls. Auf der linken Seite von
Abb. 8.1 ist für einen gegebenen beobachteten Schätzwert θ̂obs das Konfidenzintervall mit
Konfidenzniveau 1 − α − β eingezeichnet.

Man beachte, dass durch Angabe eines Konfidenzniveaus 1−γ das Intervall nicht eindeutig
bestimmt ist, denn es bleibt offen wir γ auf α und β verteilt wird. Sehr oft wird α = β = γ/2
gewählt, wodurch das sogenannte zentrale Konfidenzintervall entsteht.

Nach dem gleichen Verfahren können auch Grenzwerte bestimmt werden. Wegen

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.12)
⇔ P (a(θ̂) ≤ θ) = 1 − α (8.13)

ist a(θ̂) ein unterer Grenzwert für θ, wobei diese Aussage im oben diskutierten Sinne mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1−α richtig ist. Auch hier spricht man vom Konfidenzniveau
1 − α des Grenzwerts. Analog ist b(θ̂) ein oberer Grenzwert für θ mit Konfidenzniveau
1 − β.

Hat man in einer Messung einen Schätzwert θ̂obs beobachtet, so kann man den unteren
Grenzwert a(θ̂obs) auch als denjenigen hypothetischen wahren Wert von θ ansehen, für
den die Wahrscheinlichkeit bei wiederholten Messungen einen Schätzwert θ̂ ≥ θ̂obs zu
erhalten, gerade α ist (siehe Abb. 8.1). Die Konstruktion des unteren Grenzwerts kann
man sich also auch so vorstellen, dass man den Grenzwert solange verringert, bis die
Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ gleich oder grösser als den beobachteten zu finden,
nur noch α ist. Ist der wahre Wert von θ tatsächlich noch kleiner als das so bestimmte a,
so war unsere Messung eine statistische Fluktuation zu großen Werten von θ̂, die nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von α vorkommt. In Formeln gefasst bedeutet dies

α =
∫ ∞

θ̂obs

g(θ̂; a)dθ̂ = 1 − G(θ̂obs; a), (8.14)

was man formal aus Gl. 8.2 erhält, indem man θ = a wählt. Aus dieser Formel kann man
ebenfalls α bestimmen. Für die obere Schranke gilt natürlich analoges, insbesondere

β =
∫ θ̂obs

−∞
g(θ̂; b)dθ̂ = G(θ̂obs; b). (8.15)

8.3 Spezialfall Gaußverteilter Schätzer

Ein wichtiger Spezialfall sind gaußverteilte Schätzer, da ML-Schätzer oder generell al-
le Schätzer, die sich als lineare Summe der Meßwerte schreiben lassen (zentraler Grenz-
wertsatz), zumindest asymptotisch (für großen Stichprobenumfang) gaußverteilt sind. Wir
nehmen also jetzt an, dass

g(θ̂; θ) =
1√
2πσ2

θ̂

exp

(
−(θ̂ − θ)2

2σ2
θ̂

)
. (8.16)

Wir nehmen zunächst an, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und nicht von θ
abhängt. Dann ist schon anschaulich klar, dass sich die Konstruktion des Konfidenzinter-
valls sehr vereinfachen wird. Nehmen wir das zentrale Konfidenzintervall mit Konfidenzni-
veau 68.3%. Dieser Prozentsatz der Schätzwerte θ̂ liegen in dem 1σ-Intervall [θ−σθ̂, θ+σθ̂]

136KAPITEL 8. STATISTISCHE FEHLER, KONFIDENZINTERVALLE UND SCHRANKEN

den wahren Wert nicht enthäht. Das Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] heißt Konfidenzintervall und
1 − α − β ist die Überdeckungswahrscheinlichkeit (engl. coverage probability) bzw.
das Konfidenzniveau (engl. confidence level) des Intervalls. Auf der linken Seite von
Abb. 8.1 ist für einen gegebenen beobachteten Schätzwert θ̂obs das Konfidenzintervall mit
Konfidenzniveau 1 − α − β eingezeichnet.

Man beachte, dass durch Angabe eines Konfidenzniveaus 1−γ das Intervall nicht eindeutig
bestimmt ist, denn es bleibt offen wir γ auf α und β verteilt wird. Sehr oft wird α = β = γ/2
gewählt, wodurch das sogenannte zentrale Konfidenzintervall entsteht.

Nach dem gleichen Verfahren können auch Grenzwerte bestimmt werden. Wegen

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.12)
⇔ P (a(θ̂) ≤ θ) = 1 − α (8.13)
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le Schätzer, die sich als lineare Summe der Meßwerte schreiben lassen (zentraler Grenz-
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Wir nehmen zunächst an, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und nicht von θ
abhängt. Dann ist schon anschaulich klar, dass sich die Konstruktion des Konfidenzinter-
valls sehr vereinfachen wird. Nehmen wir das zentrale Konfidenzintervall mit Konfidenzni-
veau 68.3%. Dieser Prozentsatz der Schätzwerte θ̂ liegen in dem 1σ-Intervall [θ−σθ̂, θ+σθ̂]
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Das Rezept das Intervall [a, b] zu finden, reduziert sich darauf zu lösen 

→ a ist hypothetischer Wert von θ so dass 

→ b ist hypothetischer Wert von θ so dass 

Konfidenzintervalle in der Praxis 
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Construction of confidence belts for exp. pdf 

Beispiel Schätzer für Exponential-WDF  

WDF für den ML-Schätzer = arithmetischer Mittelwert der Lebensdauern 
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Construction of confidence belts for exp. pdf 
n = 20 Messungen 

Beispiel Schätzer fürExponential-WDF  
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Construction of confidence belts for exp. pdf 

Beispiel Schätzer fürExponential-WDF  
Vergleich von KI aus beobachteten Schätzwert ± 1 Standardabweichung 
                           und korrekter Berechnung aus Konfidenzgürtel 

asymptotisch identisch, da WDF für Schätzer gegen Gauss-WDF 
für kleine Stichproben: korrekte KI asymmetrisch u. größer 
KI aus ± 1 Standardabweichung zu kleine Abdeckungswahrscheinlichkeit 
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G. Cowan  

Lectures on Statistical Data Analysis  

Zentrale und einseitige Konfidenzintervalle 

Manchmal wird nur α oder β angegeben à einseitiges Intervall 
                                                              (Ausschlussgrenze oder Limit genannt) 

Freiheit: wie γ auf α und β in den rechten u. linken Ausläufern verteilen? 
 
Meistens wird α=β=γ/2 genommen à Abdeckungswkt. 1-γ	


                                                        à zentrales Konfidenzintervall 
 
aber zentrales lntervall bedeutet nicht, dass es symmetrisch um  
Schätzwert ist, i.e. b-θ ≠ θ –a  
 
Es gibt auch:   symmetrische KI:    b - θ = θ –a 
                        kürzeste KI:           minimale Länge von [a,b] 
  
 
Meist Konvention:   CL = 1-γ = 68,3% 
 
 

S. Lai u. M. Schumacher         Stat. Meth. der Datenanalyse: Kapitel 10  Konfidenzintervalle         WiSe 2012/2013 



KI für Gaussverteilte Schätzer 
oft im Grenzfall erfüllt  
(großen Stichprobenumfang, zentraler Grenzwertsatz) 

Annahme: Varianz bekannt und unabhängig von Parameter  

Formale Berechnung: 

Ergebnis für CL=68.3%: 
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den wahren Wert nicht enthäht. Das Intervall [a(θ̂), b(θ̂)] heißt Konfidenzintervall und
1 − α − β ist die Überdeckungswahrscheinlichkeit (engl. coverage probability) bzw.
das Konfidenzniveau (engl. confidence level) des Intervalls. Auf der linken Seite von
Abb. 8.1 ist für einen gegebenen beobachteten Schätzwert θ̂obs das Konfidenzintervall mit
Konfidenzniveau 1 − α − β eingezeichnet.

Man beachte, dass durch Angabe eines Konfidenzniveaus 1−γ das Intervall nicht eindeutig
bestimmt ist, denn es bleibt offen wir γ auf α und β verteilt wird. Sehr oft wird α = β = γ/2
gewählt, wodurch das sogenannte zentrale Konfidenzintervall entsteht.

Nach dem gleichen Verfahren können auch Grenzwerte bestimmt werden. Wegen

P (a(θ̂) ≥ θ) = α (8.12)
⇔ P (a(θ̂) ≤ θ) = 1 − α (8.13)

ist a(θ̂) ein unterer Grenzwert für θ, wobei diese Aussage im oben diskutierten Sinne mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1−α richtig ist. Auch hier spricht man vom Konfidenzniveau
1 − α des Grenzwerts. Analog ist b(θ̂) ein oberer Grenzwert für θ mit Konfidenzniveau
1 − β.

Hat man in einer Messung einen Schätzwert θ̂obs beobachtet, so kann man den unteren
Grenzwert a(θ̂obs) auch als denjenigen hypothetischen wahren Wert von θ ansehen, für
den die Wahrscheinlichkeit bei wiederholten Messungen einen Schätzwert θ̂ ≥ θ̂obs zu
erhalten, gerade α ist (siehe Abb. 8.1). Die Konstruktion des unteren Grenzwerts kann
man sich also auch so vorstellen, dass man den Grenzwert solange verringert, bis die
Wahrscheinlichkeit, einen Schätzwert θ̂ gleich oder grösser als den beobachteten zu finden,
nur noch α ist. Ist der wahre Wert von θ tatsächlich noch kleiner als das so bestimmte a,
so war unsere Messung eine statistische Fluktuation zu großen Werten von θ̂, die nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von α vorkommt. In Formeln gefasst bedeutet dies

α =
∫ ∞

θ̂obs

g(θ̂; a)dθ̂ = 1 − G(θ̂obs; a), (8.14)

was man formal aus Gl. 8.2 erhält, indem man θ = a wählt. Aus dieser Formel kann man
ebenfalls α bestimmen. Für die obere Schranke gilt natürlich analoges, insbesondere

β =
∫ θ̂obs

−∞
g(θ̂; b)dθ̂ = G(θ̂obs; b). (8.15)

8.3 Spezialfall Gaußverteilter Schätzer

Ein wichtiger Spezialfall sind gaußverteilte Schätzer, da ML-Schätzer oder generell al-
le Schätzer, die sich als lineare Summe der Meßwerte schreiben lassen (zentraler Grenz-
wertsatz), zumindest asymptotisch (für großen Stichprobenumfang) gaußverteilt sind. Wir
nehmen also jetzt an, dass

g(θ̂; θ) =
1√
2πσ2

θ̂

exp

(
−(θ̂ − θ)2

2σ2
θ̂

)
. (8.16)

Wir nehmen zunächst an, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und nicht von θ
abhängt. Dann ist schon anschaulich klar, dass sich die Konstruktion des Konfidenzinter-
valls sehr vereinfachen wird. Nehmen wir das zentrale Konfidenzintervall mit Konfidenzni-
veau 68.3%. Dieser Prozentsatz der Schätzwerte θ̂ liegen in dem 1σ-Intervall [θ−σθ̂, θ+σθ̂]
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um den wahren Wert θ. Aufgrund der Symmetrie der Gaußverteilung liegt dann aber auch
für 68.3% der Schätzwerte θ̂ der wahre Wert θ in dem Intervall [θ̂ − σθ̂, θ̂ + σθ̂] um den
jeweiligen Schätzwert, welches also das gesuchte Konfidenzintervall ist. Man bekommt es
also einfach, indem man das zum gewünschten Konfidenzniveau gehörende Intervall der
Gaußverteilung um den aus der Messung ermittelten Schätzwert legt. Dies ist der Grund,
warum wir üblicherweise (die Gaußverteilung implizit annehmend) das Ergebnis einer
Messung als

θ = θ̂obs ± σ̂θ̂ (8.17)

angeben.

Etwas formaler wird der Fall gaußverteilter Schätzer wie folgt behandelt. Die kumulative
Verteilung ist

G(θ̂; θ,σθ̂) =
∫ θ̂

−∞

1√
2πσ2

θ̂

exp

(
−(θ̂′ − θ)2

2σ2
θ̂

)
dθ̂′ = Φ

(
θ̂ − θ

σθ̂

)
. (8.18)

Wieder unter der Annahme, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und in einer
Messung der Schätzwert θ̂obs beobachtet wurde, bestimmt sich das Konfidenzintervall nach
Gln. 8.14 und 8.15 zu

α = 1 − G(θ̂obs; a,σθ̂) = 1 − Φ

(
θ̂obs − a

σθ̂

)
(8.19)

β = G(θ̂obs; b,σθ̂) = Φ

(
θ̂obs − b

σθ̂

)
, (8.20)

wobei Φ(x) die in Gl. 2.53 definierte kumulative Gaußverteilung ist. Somit ist (unter
Verwendung der Beziehung Φ−1(β) = −Φ−1(1 − β)

a = θ̂obs − σθ̂Φ
−1(1 − α) (8.21)

b = θ̂obs + σθ̂Φ
−1(1 − β). (8.22)

Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
einschließt, wie es dem gewünschten Konfidenzintervall entspricht. Gleiches gilt für die
Bestimmung einer unteren oder oberen Schranke.

Da die Gaußverteilung so häufig vorkommt, werden Konfidenzintervalle oft für ganzzahlige
gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
Bedeutung.

8.4 Spezialfall Poissonverteilter Schätzer

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind poissonverteilte Schätzer. Wir nehmen an, dass die
Ergebnisse n eines Zählexperiments poissonverteilt sind

f(n;λ) =
λn

n!
exp(−λ). (8.23)
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um den wahren Wert θ. Aufgrund der Symmetrie der Gaußverteilung liegt dann aber auch
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jeweiligen Schätzwert, welches also das gesuchte Konfidenzintervall ist. Man bekommt es
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θ = θ̂obs ± σ̂θ̂ (8.17)
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Wieder unter der Annahme, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und in einer
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wobei Φ(x) die in Gl. 2.53 definierte kumulative Gaußverteilung ist. Somit ist (unter
Verwendung der Beziehung Φ−1(β) = −Φ−1(1 − β)

a = θ̂obs − σθ̂Φ
−1(1 − α) (8.21)

b = θ̂obs + σθ̂Φ
−1(1 − β). (8.22)

Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
einschließt, wie es dem gewünschten Konfidenzintervall entspricht. Gleiches gilt für die
Bestimmung einer unteren oder oberen Schranke.

Da die Gaußverteilung so häufig vorkommt, werden Konfidenzintervalle oft für ganzzahlige
gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
Bedeutung.

8.4 Spezialfall Poissonverteilter Schätzer

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind poissonverteilte Schätzer. Wir nehmen an, dass die
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um den wahren Wert θ. Aufgrund der Symmetrie der Gaußverteilung liegt dann aber auch
für 68.3% der Schätzwerte θ̂ der wahre Wert θ in dem Intervall [θ̂ − σθ̂, θ̂ + σθ̂] um den
jeweiligen Schätzwert, welches also das gesuchte Konfidenzintervall ist. Man bekommt es
also einfach, indem man das zum gewünschten Konfidenzniveau gehörende Intervall der
Gaußverteilung um den aus der Messung ermittelten Schätzwert legt. Dies ist der Grund,
warum wir üblicherweise (die Gaußverteilung implizit annehmend) das Ergebnis einer
Messung als

θ = θ̂obs ± σ̂θ̂ (8.17)

angeben.

Etwas formaler wird der Fall gaußverteilter Schätzer wie folgt behandelt. Die kumulative
Verteilung ist
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Wieder unter der Annahme, dass die Standardabweichung σθ̂ bekannt ist und in einer
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Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
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gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
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Φ−1(y) ist die Umkehrabbildung von Φ(x) und mithin das Quantil der Normalverteilung
zu y. Wie oben bereits gesagt wurde, ergibt sich das Konfidenzintervall also einfach da-
durch, dass man vom beobachteten Schätzwert θ̂obs aus soviele Standardabweichungen σθ̂
einschließt, wie es dem gewünschten Konfidenzintervall entspricht. Gleiches gilt für die
Bestimmung einer unteren oder oberen Schranke.

Da die Gaußverteilung so häufig vorkommt, werden Konfidenzintervalle oft für ganzzahlige
gauß’sche Standardabweichungen angegeben, z.B. das 1σ-Intervall mit Konfidenzniveau
68.3%. Die Tabellen 8.1 und 8.2 geben die wichtigsten Werte an. Abb. 8.2 illustriert deren
Bedeutung.

8.4 Spezialfall Poissonverteilter Schätzer

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind poissonverteilte Schätzer. Wir nehmen an, dass die
Ergebnisse n eines Zählexperiments poissonverteilt sind

f(n;λ) =
λn

n!
exp(−λ). (8.23)

Kumulativfunktion der WDF für den Schätzer:: 

Bestimmungsgleichungen für a und b: 

und deren Lösung für a und b: 
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Abbildung 8.2: Beziehung zwischen Konfidenzniveau und zentralem (a) und einseitigem
(b) Konfidenzintervall.

Konfidenzniveaus für Intervalle
zentrale einseitige

Φ−1(1 − γ/2) 1 − γ Φ−1(1 − α) 1 − α

1 0.6827 1 0.8413
2 0.9544 2 0.9772
3 0.9973 3 0.9987
4 1 − 6.3 × 10−5

5 1 − 5.7 × 10−7

6 1 − 2.0 × 10−9

Tabelle 8.1: Konfidenzniveaus für zentrale und einseitige Intervalle.

Quantile für Intervalle
zentrale einseitige

1 − γ Φ−1(1 − γ/2) 1 − α Φ−1(1 − α)
0.90 1.645 0.90 1.282
0.95 1.960 0.95 1.645
0.99 2.576 0.99 2.326
0.999 3.29
0.9999 3.89

Tabelle 8.2: Quantile Φ−1 für zentrale und einseitige Intervalle.
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