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Kapitel 3

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
(Fortsetzung)




Binomial-Verteilung

Betrachte N unabhangige Messungen/Experimente (Bernoulli-Versuche):

Ausgang jedes Experimentes ist entweder "Erfolg” oder “Misserfolg”
Die Wahrscheinlichkeit fur Erfolg (Misserfolg) sind p bzw. (1-p)

Definiere diskrete ZV als Anzahl der Erfolge n (0 < n < N).

Wkt. fur eine spezielle Reihenfolge von n Erfolgen und (N-n) Misserfolgen ist:

pp(1l —p)p(1l —p) =p"(1 _p)N—n

N
Aber Anordnung ist unwichtig >Kombinatorik: es gibt (N —n)!

Moglichkeiten (Permutationen) n Erfolge in N Versuchen einzuordnen.
Geamtwkt. fur n Erfolge ist die Summe der WKkt. fur jede Permutation.



Binomial-Verteilung (2)

Die Binomialverteilung lautet:

N
;N, — n 1 . N—n
?n < n!(N — n)!p ( P)
Zufalls- Parameter

variable

FUr den Erwartungswert und die Varianz findet man:

N
Eln]l = > nf(n;N,p) =Np VI[n] = E[n°] — (E[n])? = Np(1 — p)

n=0




Binomial-Verteilung (3)

Verteilungen fur verschiedene Parameter p und Anzahl der Versuche N:
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Multinomialverteilung

Wie Binomial aber nun m verschiedene Ausgange an Stelle von zwei,
mit Wahrscheinlickeiten fur die einzelnen Ausgange:

m
1=1

Fur N Versuche suchen wir die Wahrscheinlichkeit das folgende Ergebnis

zu erhalten: n, von Méglichkeit 1,

n, von Moglichkeit 2,

n_ von Moglichkeit m.

Die Wkt.dichtefunktion ist die Multinomialverteilung fir 7 = (nq,...,nm)
f('n,’N’ ): | | 'p11p22...p?nm
niylnol - nm!



Multinomialverteilung (2)

Nun betrachte Moglichkeit i as ‘Erfolg’, alle anderen als “Misserfolg”.

— alle individuellen n, binomialverteilt mit Parametern N, p,
E[n;] = Np;, VlIn;] = Np;(1 —p;) firalle i

Fur die Kovarianzen (I ungleich j) ergibt sich:

cov[ni,nj] = E[(ni = Elnil)(nj = Eln;])] Negative Korrelation:

= Elninj] - E[n;]E[n;] wenn in einer Klasse mehr
= N(N - Dpip; — (Np;)(Np;) Ereignisse sind, missen
= -Npp;. irgendwo welche fehlen

COV[n[,nj ij

On; On; \/(1 pi(1-p)
‘M. Schumacher, S.Lai  Stat. Methoden der Datenanalyse  WiSe 2012/2013
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Multinomialverteilung (3): Beispiele

= (ni,...,vm) reprasentiert ein Histogramm

Mit m bins, N (bekannt) Gesamteintragen

Zerfall eines instabilen Teilchens A: (1) A>BC, (2) A>DE, (3) A>FG
Mit bekannten Zerfallswahrscheinlichkeiten fur alle drei Modi.
(Nge, Npe, Neg) folgt Multinomialverteilung.

Textanalyse: Auftreten der einzelnen Buchstaben des Alphabets.
(n,, ...,n,) folgt Multinomialverteilung.




Poissonverteilung

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit

N — oo, p — 0O, E[n] = Np — v konstant
— n folgt der Poissonverteilung:
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Poissonverteilung

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit
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Gleichverteilung

Betrachte kontinuierliche Zv x mit -~ < x <« | Die Gleichverteilung lautet:

1.2

1 B u [3
otherwise s |

0

f(x;o.p)

1
B-o.

ae

o4 r

Elz] = S(a+ 8)

g2

V[e] = 58— )

a i
a 1 2 3

Bemerkung: fur beliebige ZV x mit Kumulativerteilung F(x) gilt,
dass die ZV y = F(x) gleichverteilt in [0,1] ist.



Exponentialverteilung

Die Exponential-WDF fur kontinuierliche ZV x ist definiert als:

oo/t x>0 &
flx ) =3¢ - @ |
O otherwise
Elx] =¢
Viz] = €2

Beispiel: Zerfallszeit eines instabilen Teilchens

1 _
ft, 1) = ¢ t/r (T = mittlere Lebensdauer)

Kein Gedachtnis (einzigartig fir Exp-WDF) f(t — to|t > tg) = f(t)



Dies Gauss- oder Normal-WDF fur eine kontinuierl

04 |

02

faimo) = oo G2 Lo
2mo |

Elz] = u

Viz] = o?

Spezialfall: 4 =0, ¢ =1 (‘Standard-Gauss’):

oa) = e o@) = [

V2r -

Wenn y aus Gauss-WDF mit u, ¢?, dann folgt x

7

»
=

o =

Gauss- oder Normalverteilung

iche ZV x ist definiert als:

p(z') da’
0

=(y- )/ o der ¢(x).
‘M. Schumacher, S.Lai  Stat. Methoden der Datenanalyse  WiSe 2012/2013



Gaussverteilung(2) : Kumulativverteilung
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Gauss- oder Normalverteilung (3)

P(u-o ¢ 1 S U+D‘ ) a QG(.I) - ‘i - 0.6817 P(u'1.6z&50 < X< Y+ .6&55) 0.90

- P(pu-1.9600 € x < u+1.9600) = 0.95
P(u-2.5760 < x S u+2.5760) = (.99
P(u-d0 < x S #30) = 2603) - 1= 09973, P(1-3.2900 < x < 143.2900) - 0.999

P(=20 < x ¢ 320) = 26(2) = 1 = 0.9549




Gauss- oder Normalverteilung (4)
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Gauss-WDF und Zentraler Grenzwertsatz

Die Gaussverteilung ist von so grol3er Bedeutung weil jede 2V,
welche die Summe aus einer grof3en Anzahl kleiner Zahlenbeitrage ist,
gemal ihr verteilt ist. Die folgt aus dem “Zentralen Grenzwertsatz”.

Gegeben n unabhangige ZV x; mit endlicher Varianzen o2, aber
ansonsten beliebigen WDFs. Betrachte die ZV y als Summe

n
y= )
1=1

Im Grenzfall n — « gilt, dass y einer Gaussverteilung folgt mit
n

=  Vil=Y o?
1=1 )

=1

Messfehler sind oft die Summe aus vielen kleinen Beitragen. Daher
konnen Werte haufig als gaussverteilt angenommen werden.

Der ZGS kann unter Verwendung der charakteristischen Funktionen
bewiesen werden (siehe z.B. Cowan Kapitel 10).



Zentraler Grenzwertsatz (ZGS) (2)

FUr endliche n, qgilt der ZGS in “guter” Naherung wenn die Fluktuationen
der Summe der ZV nicht durch einen (oder wenige) Beitrage dominiert wird.

A Vorsicht vor Messungen mit nicht-Gausschen Fehlern

Gutes Beispiel: Geschwindigkeitskomponente v, von Luftmolekulen

“OK”-Beispiel: totale Ablenkung durch Coulomb-Vielfachstreung
(Seltende Ablenkungen unter grof3e Winkeln ergeben
nicht-gaussische Auslaufer)

Schlechtes Beispiel: Energieverlust von geladenem Teilchen in dinner
Gasschicht. (Seltene Kollisionen tragen Groldteil des
Energieverlustes - Landau-WDF).

Gutes Beispiel: Grofte des Menschen. Viele Faktoren beinflussen Grolie.

Schlechtes Beispiel: Gewicht des Menschen. Dominiert durch Essverhalten.
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Mehrdimensionale Gaussverteilung

Mehrdimensionale Gauss-WDF fiir Vektor von 2V & = (z1,...,Zn) :

1
IR

F (& 2, V) p [~ (@ — DTV - 1)

- —

Z, i sind Spaltenvektoren ! g1 sind transponierte (Zeilen-)Vektoren

Elz;] = p4, ,  covix;,z;] = Vi .

Fur n = 2 ist die WDF gegeben durch:

1
f(z1,z0,; p1, 12,01,02,p) =
2mo100y/ 1 — p2

1 r1—p1)° T2 — po\” r1 —p1\ (T2 — pH2
Xexp{_Q(l—PQ) [( o1 ) +( 2 > _2p< o1 )( 2 )]}
wobei p = cov[x,, X,]/(0,0,) der Korrelationskoeffizient ist.




Mehrdimensionale Gaussverteilung
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Chi-Quadrat-(x?)-Verteilung

Die Chi-Quadrat-WDF fur kontinuierliche ZV z (z =2 0) ist definiert als:

1 n/2—1_—2/2 3 °%
Z,n) = zZ (& = a =
f( ) 2n/2|—(n/2) T o =;
=5
g8 Ik =10
n=1, 2, ...= Anzahl der Freiheitsgrade “FG” -
01
FElz] =n, V]z]=2n. S S

Z
Fur unabhangige Gauss-ZV x, i = 1, ..., n, mit Mittelwerten ., Varianzen o7,

n ,u )2
Z ’ folgt einer y2 WDF mit n FG.

’L

Beispiel: Test der Gute der Anpassung im besonderen im
Zusammenhang mit der Methode der kleinsten Quadrate.



Quantile der Chi-Quadrat-(x2)-Verteilung
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Fig. 5.2. Probability contents of the chi-square discribution.



Quantile der Chi-Quadrat-(x2)-Verteilung (2)
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Cauchy- und Breit-Wigner-Verteilung

Die Breit-Wigner-WDF fur eine kontinuierliche ZV x ist definiert als

1 /2

wlM2/4 4+ (xz — x2g)?

f(z,T,zq) =

(Spezialfall: Cauchy-Verteilung
fur T=2 und x, =0)

E[x] nicht wohldefiniert, V[x] —.
X, = Modalwerte (wahrscheinlichster Wert)
I" = volle Breite auf halber Maximalhohe

'i_": (+5: ]

g

nﬁ i

04 |

c2 |

— X0, T=1

Beispiel: Massenverteilung eines instabilen Teilchens z.B. p, K, f°, ...
I' = Zerfallsbreite (Reziproke der mittleren Lebensdauer)




Cauchy / Breit Wigner Distribution

Fraction of disctribution in tail
e Hion |x| 21 22 23 >4 26
standard normal 3173 0455 D027 00006 -
Double exponential -3679 .1353 0498 L0183 0025
m -m 'Hii -ml .I.H'ﬂ' .1“5‘1

Fig. 4.9. The Cauchy or Breit-Wigner distribution (solid curve) and the
standard normal distribution (dashed curve). The dths at half-
Frodesen et al. maximm are indicated by arrows of leagth 1 and = 1.18, respectively.



Landau distribution

Der Energieverlust A eines geladenen Teilchens mit Geschwindigkeit
B = vic, welches eine Materialschicht der Dicke d durchquert,
folgt der Landau-Verteilung.

1 A
f(A;B) = —¢p(N), -
6 ﬂ +-+- "
1 m T T
d(A) = _]D exp(—ulnu — Au) sin rudu ,
T
i d k-
1 £
v=ae(né 4]
. 27 Nae*22p3Z d ,  I?exppB?
mec? S A (B2 = 2mec? 322

L. Landau, J. Phys. USSR 8 (1944) 201; see also
W. Allison and J. Cobb, Ann. Rev. Nucl. Part. Sci. 30 (1980) 253.



Landau distribution (ll)
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Beta-Verteilung

Die Beta-WDF fur eine kontinuierliche ZV x im Intervall [0,1] ist definiert als

= 3
| _Ma+8) a1, \g-1 2 _ﬂiz’ﬂig
ol =rarg® 10 T Eg
,|
Elx] = -
a+ 3
of
V =
S N I E | *
o b ' '

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Wird oft verwendet um WDF zu approximieren, die eine kontinuierliche ZV
In eine gewissen Bereich beschrieben [a,b] beschreiben.



Beta-Verteilung: Eigenschaften
Fur a=b=1 ergibt sich die Gleichverteilung in [0,1]
Fur a=1, b=2 (oder umgekehrt) = Dreiecksverteilung f(x)=2-2x und f(x)=2x
FUr a=b=2 - Parabelverteilung f(x)=6x(1-x)
Far a,b>1: ein Modalwert bei x=(a-1)/(a+b-2)

Fur a und/oder b<1: f(0) und/oder f(1) = unendlich (J-Form)




Beta-Verteilung: Herleitung

Seieny_undy_ zwei ZV die nach Chi2-WDF
mit m bzw. n Freiheitsgraden verteilt sind

Dann folgt ZV x =y _/(y,*,,) einer Beta-WDF mit o=m/2und {3 =n/2

2= Ym/Ym +yn) and y = Y +4,  Ym =2y and y, = y(1 — )

Oym  Oum
fley) = \|om on (| FWmivn) =
ox oy
yoow (f) e () e
-y 1-2 2r (2) or (2) B
'3

Wir erkennen Produkt von Beta-WDF fur x
mal Chi-Quadrat-WDF mit n+m Freiheitsgraden fur y



Gamma-Verteilung

Die Gamma-WDF fur eine kontinuierliche ZV x im Intervall [0,00] ist definiert als

: — 1 a—1 _—z/3
f(SU,Oé,,B)— I_(oz)ﬁax €

Elx] = ap

V[z] = ap?

Oft benutzt um eine WDF im
Bereich [0,] zu parametrisieren.

Beschreibt auch z.B.
- Summe von n ZV aus Exponentialverteilung
- Zeit bis zum nten Ereignis in einem Poisson-Prozess



Studentsche t-Verteilung

3:0.5
E[x] =0 (V > 1) e — v=1
----- =2
y 047 ... v=100
Vix] = (v >2)

v = Anzahl der Freiheitsgrade

(nicht notwendigerweise
ganzzahlig)

v = 1 ergibt Cauchy-WDF
Vv — « ergibt Gauss-WDF




Studentsche t-Verteilung (2)

<<< L

i | i
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Fig. 5.3. The Student’'s t-distribution for different degrees of freedom V.

The special cases v=1 and v== correspond to the Cauchy (Breit-Wigner) and
the standard normal distributions, respectively.




Studentsche t-Verteilung (3)

Wenn

x ZV aus Gauss-WDF mit y= 0, ¢?= 1, und
z ZV aus x>-WDF mit n Freiheitsgraden,
dannist ZV t = x / (z/n)"? verteilt gemal}
Studentscher t-WDF mit v = n Freiheitsgraden.

Diese ZV taucht in Problemen auf, in denen man das Verhaltnis
Von Stichprobenmittelwert und Stichprobenvarianz betrachtet.

Studentsche t-WDF liefert Glockenkurve mit adjustierbaren Auslaufern
von Gauss-WDF (v- o) bis Cauchy-WDF (v = 1).

Entwickelt in 1908 von William Gosset, der unter dem Pseudonym
"Student" fur die Guinness-Brauerei arbeitete.



Zusammenhang zwischen WDFs

Binomial > Poisson
w. o0 [ — 00
Gaubl
N — o0 N ;Dc:\
2GS




Zusammenhang zwischen WDFs

k=2 np = const. _
Multinomial > Binomial > Poisson

5~ ox) 1 —» o0

h 4
NORMAL
A
WV o0 'H'I, ‘\'z Y—a 23
— O
Chi-square pe—————i F —»{ Student's t
‘Uz—lm V1 =1

Fig. 5.5. Relations between probability distributions.




Tabellarische Ubersicht

Name Definitionsbereich | Wahrscheinlichkeits(dichte) | (z) = Ex] | 0, = \/- V[z] | charakter. Funktion
Binomial {0,1,2.3,..,N} flaip. N) = Eﬁﬁl—mﬂp”[l —p)Voe Np VNI =p) | (plexp(ik) — 1) + 1)V
Poisson {0,1.2,3, ...} flz;A) = 2rexp (—A) A VA exp (Aexp(ik) — 1))
Cleichvert. [a, b] flz;0,b) = ey ath - e
Gaufi [—oc, o] flzyp,o) = ?‘zalr_ai' exp (—Eﬁéﬁ) I o exp (i'-,u-k — %—agkg)
Chi-Quadrat [0, o0 floin) = mx%_l exp (—%) n 2n (1— 2ik)™™?2
Exponentiell [0, 0] fla;€) = gexp (—x/€) 3 3 —

Cauchy [—o0, o] flz) =1 (0) 00 exp(—|k|)
Landan [0, o] flz 3) = ... 00 o0




