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Kapitel 8:
Statistische Hypothesentests




Statistische Hypothesentests: Einfuhrung

Ziel: Vergleich der Beobachtung bzw. Auswertung der Messdaten
einer Stichprobe mit Hypothesen
— Entscheidung welche Hypothese bevorzugt wird,
welche Hypothesen verworfen oder behalten werden

a) Vergleich mit Theorie
- Gauss-WDF + Annahme Uber Mittelwert, Varianz
- Gute der Anpassung von Parametern
- Hinweis auf neues Phanomen

b) Vergleich von zwei Stichproben
- Mittelwert, Varianz
- Form der Verteilung (selbe Grundgesamtheit)

c) Unterscheidung von Hypothesen
- Exponential- oder Gauss-WDF
- linearer oder quadratischer Zusammenhang zwischen Messpaaren
- Diskriminierung von Ereignisklassen (Signal oder Untergrund),
Spam-Mail oder “gute Mail”, Teilchensorten: e, 4, T y....)



Statistische Hypothesentests: Einfuhrung

Methode:

- Konstruktion einer Grol3e zur Quantifzierung der
Ubereinstimmung/Diskrepanz mit Hypothesen — Teststatistik t

- Quantifizierung der Ubereinstimmung mittels
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(t) fur Teststatistik

- Entscheidung Uber Verwerfung der Hypothese oder
Auswahl unter Alternativhypothesen




Grundbegriffe fur statistische Tests: Hypothesen

Hypothese(n):
klare Aussage(n), die man falsifizieren bzw. unterscheiden kann

Fall (a): eine allgemein anerkannte Hypothese, die falsifiziert werden soll
— Nullhypothese H,

Beispiele: - Lebensdauer des Teilchens ist T
- kein Anzeichen fur neue Physik
- Theorie und Stichprobe (2 Stichproben) stimmen
uberein in Mittelwert oder Form der Verteilung

Bemerkung: oft Aussage (Nullhypothese) = Negation der Aussage,
die einen interessiert

Beispiel: Suche nach neuem Teilchen — H_: nur Untergrund
Lebensdauer 1#1, — H: T=T,



Grundbegriffe fur statistische Tests: Hypothesen

Fall (b): mehrere Hypothesen zwischen den Unterschieden werden soll

“Standardannahme”, Nullhypothese: H,
Alternativhypothesen: H,H,H,,...

Beispiele: Lebensdauer H;:t=2s H:t=1s H,1>2s
Higgssuche:  H: nur Untergrund H,:Signal+Untergrund
Signatur im Detektor von: H, = Pion, H,= Myon, H_=Elektron

Arten von Hypothesen:
x sei ZV und f(x;A) Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
- einfach: wenn f(x) durch Hypothese vollstandig fixiert
entweder kein Parameter oder Parameter A festgelegt
- zusammengesetzt: wenn mindestens einer der Parameter nicht bekannt ist
f(x;A) mit A unbekannt oder A aus Intervall [a,b]

WDF fur Hypothesen werden mit f(x|H,) und f(x|H,) bezeichnet



Grundbegriffe fur statistische Tests: Teststatistik

Teststatistik t(x,. ... X ): Funktion der Stichprobenwerte (x,,..,x.)

zur Quantifzierung der Ubereinstimmung mit Hypothesen H. mit Ziel
- Verwerfung von H, (H,)
- Unterscheidung von H, H., H,

t(x1,...,xn) kann Vektor sein z.B. t = x. (nicht sehr natzlich)

Ziel: Reduzierung der Dimension von t auf skalare Grolde t
unter optimaler Ausnutzung der Information in Stichprobe (x )

bzgl. der Hypothesen H.

Aufgaben: a) Definition/Auswahl von Teststatistik t
b) Bestimmung der WDFs fur t unter den Hypothesen f(t [H.)

c) Festlegung eines Kriteriums fur Verwerfung/Unterscheidung
der Hypothesen



Grundbegriffe fur stat. Tests:Entscheidungsgrenze

g(®)

Entscheidungsgrenze t . odert . I
cut krit _
accept Hy i reject Hy

t(Ilﬁ < *:*Iﬂ—) = leut

Annahme: wir konnen die WDFs fur die
Testatistik unter beiden Hypothesen

ausrechnen g (¢ Ho), g(t{H1), ... °*|

Festlegung der Entscheidungsgrenze (kritischer Wert) t

oder tCut

krit
kritische Region/Verwerfungregion: t>t,_.
Verwerfung von H,, Nicht-Verwerfung (Akzeptanz) von H,

Komplement zu kritischer Region/Akzeptanzregion: t<t .
keine Verwerfung von H, Verwerfung von H.



Grundbegriffe: Signifikanzniveau
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a: Signifikanzniveau, Fehler erster Art
ist Wahrscheinlichkeit H0 zu verwerfen, obwohl die Hypothese war ist

Bemerkung: a (=5%,10%,1%, 2.85x10°") vor Experiment festlegen,
wenn H  verworfen/getestet werden soll

a ist keine Zufallsvariable sondern ein festgelegter Wert



Definition of a test (2)

Aber im allgmeinen gibt es unendliche viele Moglichkeiten kritische
Regionen zu wahlen, die alle das gleiches Signifinkanzniveau a besitzen.

Also muss die Wahl der kritischen Region fur die Nullhypothese H, die
Alternativhypothese H, berucksichtigen.

Ungefahr ausgedruckt heisst das Kriterium: wahle die kritische

Region so, dass es eine kleine Wkt gibt dort eine Messung zu finden,
wenn H, wabhr ist, aber eine grole, wenn H. ist wahr ist.
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Grundbegriffe: Machtigkeit

kritische Region Q = i3 :
_ - . alternative Hypothese H | (b)
A kzeptanzregion Q- O % : a TR —
nj_— qH,ntztp‘itun H , verwerfen N
B — g(tT'lHl)dt. : Fehler zweiter Art
Q- Qk :
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B= g(t[H1)at.
N 09— 5 w15
B: Fehler zweiter Art 1-: Machtigkeit des Tests

B ist Wkt H, zu verwerfen obwohl die Hypothese wahr ist
1-B ist Wkt. H, zu akzeptieren, wenn Hypothese wahr ist

Ziel: a,3 minimieren (ideal = 0) und 1-3 maximieren (ideal=1)
nicht gleichzeitig moglich — Kompromiss

Wahl der besten kritischen Region/Teststatistik fur gegebenes a




Grundbegriffe: Machtigkeit

kritische Region Q = i3 :
_ - . alternative Hypothese H | (b)
A kzeptanzregion Q- O % : a TR —
nj_— qH,ntztp‘itun H , verwerfen N
B — g(tT'lHl)dt. : Fehler zweiter Art
Q- Qk :
tk ﬂ..'_—
B= g(t[H1)at.
N 09— 5 w15
B: Fehler zweiter Art 1-: Machtigkeit des Tests

B ist Wkt H, zu verwerfen obwohl die Hypothese war ist
1-B ist Wkt. H, zu akzeptieren, wenn Hypothese war ist

Ziel: a,3 minimieren (ideal = 0) und 1-3 maximieren (ideal=1)
nicht gleichzeitig moglich — Kompromiss

Wahl der besten kritischen Region/Teststatistik fur gegebenes a




Ein- und zweiseitige Tests
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Je nach Problem sind Abweichungen in beide Richtungen interessant
— dann zweiseitiger Test z.B. Toleranzen in der industriellen Produktion

verteile das Signifikanzniveau i.a. zur Halfte auf Auslaufer nach oben u. unten



