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Kapitel 8:
Statistische Hypothesentests (Teil2)




Grundlegende Begriffe: P-Werte

P-Wert: Wahrscheinlichkeit eine Stichprobe zu beobachten,
die genauso vertraglich oder weniger vertraglich mit
der Nullhypothese wie die aktuelle Messung/Beobachtung
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t=0 fur perfekte Ubereinstimmung zwischen Daten und H,

links: einseitiger P-Wert rechts: zweiseitiger P-Wert



Grundlegende Begriffe: Bemerkungen zum P-Wert

P-Wert ist Zufallsvariable (vgl.: Signifkanzniveau a vor Messung fixiert)
Wenn P-Wert = Signifkanzniveau o, dann gilt ty,esqung = titisch
P-Wert auch beobachtetes Signifkanzniveau genannt

1-P-Wert = Vetrauensniveau des Tests (“confidence level”)
P-Wert = 5% dann ausgeschlossen mit 95% Vetrauensniveau

wenn P-Wert < Signifkanzniveau a, dann Hypothese H, verwerfen
Achtung vor Fehlinterpretationen:

P-Wert ist nicht Wkt., dass H, falsch ist
1-P-Wert ist nicht Wkt, dass H, wahr ist



Ein einfaches Beispiel

Bewertung der Fairness eines Wirfels
Stichprobe aus n Mianzwirfen

ng= Anzahl des Auftretens von “Kopf”
n,=n-ny = Anzahl des Auftretens von “Zahl’

H,: Miunze ist fair, d.h. p, =0,5 p,=0,5
Signifkanzniveau auf a = 5% fixiert

Teststatisik: t = n, folgt einer Binomialverteilung
Annahme: n=20 (fix) , Beobachtung n,=17 E[n,] =10
zweiseitiger P-Wert = Z° fg;,(n,;20) + X,,20f5;,(n«;20) = 0.26%

- Nullhypothese “fairer Wirfel” verwerfen



Eigenschaften von Hypothesentests

Gegeben Nullhypothese H, und Signifkanzniveau o

a) bester Test bzgl. Alternativhpothese H,

maximale Machtigkeit 1-R unter H ,

b) gleichmalig bester Test

maximale Machtigkeit 1-3 unter allen Alternativhypothesen

c) unverzerrter Test

Mé&chtigkeit 1-3 > o fur alle Alternativhpothesen



lllustratives Beispiel

Test der Hypothese, dass eine Gauss-WDF mit bekannter Varianz o>
den Mittelwert A=A, hat.

Stichprobe vom Umfang n (fur lllustration =2): x;,x,
Teststatistik: arithmetischer Mittelwert x = %(xl +Xo+---+X,)

folgt Gauss-Verteilung mit Mittelwert A und Varianz o?/n

Flxiho) = exp( 5 (x = 20)?)

’J_
V To
Wahl von vier kritischen Regionen mit gleichem Signifikanzniveau o

Up:x<Aundx > mit [© fo)de =[5 f(x)dy =1

Up:x > M mit [ f(x)dx =« ;
Us:x <AV mitff;f(x)dx=o:;
Up:aV <x <2V mit [} f)dy = [ foody =1



lllustratives Beispiel

Reihen: 4 verschiedene . ®n
kritische Regionen

linke Spalte:
kritische Regionen fir n=2
im Stichprobenraum

mittlere Spalten:
WDFs fur Teststatistik fur H, und H,

A=A =Ao+1

+ kritische Regionen

rechte Spalte:
Méachtigkeit far
n=2 und n=10




lllustratives Beispiel

a1 x; b1 ic 1)

Upix <alundx > AT mit fi‘]mf[x)dx =f5:}f[x)dx - %,1 : -
Uyia> 2! mit [y f(x)de =a;
Us:x <V mit [* fx)de=a;

Upi¥ <ol mit [ fode= [ foodi=la

U1 ist unverzerrter Test

U2: machtiger fur A,>A,

U3: méchtiger fur A,<A,

U4: kein guter Test
maximale Machtigkeit fur
)"1=}‘-0 (a4) 3_"2 (b4) ic4) K

keiner von U1 bis U3
ist ein gleichmalig bester Test

I o L
a2 4 0 1 2 3




Das Neyman-Person-Lemma

bester Test: flr gegebenes Signifikanzniveau a maximale Machtigkeit 1-f
Fragen: welche Teststatistik t?  welche Wahl der kritischen Region S, ;7

Antwort durch Neyman-Pearson-Lemma:

Ein Test der einfachen Nullhypothesen H, bzgl der einfachen
Alternativhypothese H, ist ein bester Test, wenn die kritische
Region S, im Stichprobenraum E so gewéhlt wird, dass gilt

P(x|H) (= c aulBerhalb kritischer Region)
> C c ist Konstante die von Signifkanzniveau abhangt.
P(x[Hy)

aquivalente Aussage: die optimale Teststatistik ist P (X|H 1)
tx) =
P(x[Hy)

Achtung: oft wird auch der Kehrwert des Likelihoodverhaltnisses verwendet.
Jede monotone Funktion von t(x) ist ebenso optimal wie t selbst z.B. t/(1+t)



Beispiel 1 fiir Neyman-Pearson

Test der Hypothese, dass eine Gauss-WDF mit bekannter Varianz o2
den Mittelwert A=A, hat.

Stichprobe vom Umfang n: x;,X, X,

Likelihoodfunktionen bzw. gemeinsame WDF fir die Stichprobe
unter den Hypothesen H,: A = Ay und Hy: A=A,

1 \N 1 &L |
— T L 2
F(X|Ho) (mg) exp |~ j§=1j(x )

AN A
f(XlHl)z(ma) exp _?Z(x{”—ll)z

. . . J(X|Hp) I & () 2 - () 21
Der Likelihoodquotient 2=%xy = &P| 2,7 Z}:(x — o) —Xl:(x —a)* s
Jj= i= ‘

(inverse von oben -

f.t(x)) i nn: N
de t( )) stda = exp —L* N(lﬁ—k?}—Z(}»n—i])ZXU} *i|

j=1




Beispiel 1 flir Neyman-Pearson (2)

exp [—%{kﬁ - )ﬁ)] —k>0 ist nicht negative Konstante

Die kritischen Regionen gemal Neyman-Pearson-Lemma ergeben sich zu:

N
Ao — i V[ <e. Xes.  bzw. <cd, XeS§
kGXp|i 0_2 inj)i| { > c, X gSc (A.(}—A.I)X{ 2 CJ, X g Sc

j=1

c und ¢’ sind Konstanten, die abhéngig vom Signifkanzniveau a sind
Arithmetischer Mittelwert ist optimale Teststatistik

Klare Vorschrift fir Konstruktion der kritischen Regionen

a) A<Ag: linkseitiger Test  b) A,>A,: rechtseitiger Test (siehe U2/3 in ill. Bsp.)

E CH, X € SC 177
>c’ X & S, X :_>' C

Es gibt keinen gleichmaliig besten Test, wegen Vorzeichenwechsels von A,-A,



Beispiel 2 fiir Neyman-Pearson

Gegeben: Stichprobe vom Umfang n (x;; i=1,n) aus Exponentialverteilung

f(r 1) = % exp (-t/T)

Hypothese H,: Zerfallszeit ist t1=1 Hypothese H,: Zerfallszeit ist t2=2
Das Likelihoodverhaltnis ist dann gegeben durch:

n
Lf£§T=2) iE_:é ExPE-tiIZ)

n
= ()7 expid ] r) >k

L(ziz=1) ,
1=

b |

I exp(-c.)
i=1 '

t. kann die Ungleichung

1 1

Nt~y

Ausgedrickt durch den Mittelwert « = ;
geschrieben werden als:

1

- 1
t>2(;1nk+ln2)§'l'n

Arithmetischer Mittelwert ist optimale Teststatistik

T, ist eine Konstante, die fUr jedes vorgegebene Signifkanzniveau o
bestimmt werden muss und kann



Beispiel 2 flir Neyman-Pearson (2)

Um den kritischen Wert fir gebebnes a zu bestimmen, muss
WDF far arithmetischen Mittwelert bekannt sein.

Hier nur zwei Grenzfalle n=1 und n=>unendlich

% exp(~t/T)

a) n=1 WDF trivial £,(t) =
fur Signifkanzniveau a = 5% zu l6sen:  0.05 = q = Je-EdE |
T

Entscheidungsgrenze ergibt sichzu: T, = - 1n g = 3.Q00

Die Méchtigkeit zu: -8 = e Y%E = /g = 0.22
T,
d.h. fur Mittelwert von t > 3 verwerfe Nullhypothese



Beispiel 2 flir Neyman-Pearson (3)

b) n=> unendlich: WDF geht gegen Normalverteilung

fn(E) = N(t,7%/n) = ! exp(—-i Ll-:;ﬂi)
/2_11' T/J'I; Tzf'n

fur Signifkanzniveau a = 5% zu lésen:
Tn

; [ 1 - T -1
0.05 —u=JN{1 —)dt =1 - Jn(l,-)dt = 1 -G(n )
T, F /Yo
Entscheidungsgrenze ergibt sich zu: Tn = 1 + 2843
/o

B

Die Machtigkeit zu: -8 = ‘\1(2.-— )dt

T
[ ) £ o T -2
-iI: 1 -in(z, )dE = 1 5( )




Beispiel 2 flir Neyman-Pearson (4)

kritischer Wert T,, und Mé&chtigkeit hangen vom Stichprobenumfang n ab.

Fur n=100 findet man: T,,,=1.16 und 1-$=0.99999

FUr fixes Signifikanzniveau wachst Machtigkeit mit n stark an.

Hatten wir das Signifikanzniveau zu o = 1% gewahlt
dann waren die Machtigkeiten far

a=0.01 n=1: 1-=0.10 und n=100: 1-=0.9994

Vgl. o =0.05 N=1: 1-$=0.28 und n=100: 1-3=0.99999

Die Méachtigkeit 1-3 des Test wird kleiner,
wenn das Signifikanzniveau o verringert wird.

Dies entspricht unserer Erwartung.



Likelihood-Quotientenmethode

Neyman-Pearson-Lemma gilt nur fur einfache Hypothesen
z.B.. kein gleichmalRig bester Test fur Mittelwert der Gaussverteilung |,
wenn A unter H1 unbekannt.

Betrachte folgendes Szenario:

p Parameter A, .. A, im p-dimensionalen Q2-Parameterraum
Stichprobe vom Umfang n: x,, ... X,

sei m ein p-dimensionaler Unterraum von €, in dem die Parameter
der Nullhypothese H, entsprechen

—> allgemeinste Alternativhypothese H,: Parameter liegen im
Komplement zu m, also in Q-m



Likelihood-Quotientenmethode (2)

L{§)) maximale Likelihood auf Gesamtraum Q (H,+H,)

~
ﬂ ML-Schatzer auf Gesamtraum Q (H,+H,)

L({TJ) maximale Likelihood auf Unterraum o (H,)

~
(1) ML-Schéatzer auf Unterraum o (Ho)



Likelihood-Quotientenmethode (3)

A Z L(w) A aus [0,1]

L(Q)

Teilweise wird auch Kehrwert verwendet - aufpassen

Fir A nahe an 1, dann liefert L{w) einen Wert nahe am
globalen maximum 1,{§}). Dann besitzt H, ein grof3e Wkt.
die Stichprobe erzeugt zu haben.

FUr A nahe an 0O, besitzt H, eine kleine Wkt.die Stichprobe erzeigt zu haben.
-> A scheint eine sinnvolle Teststatistik zu sein.

Verwerfe Nulhypothese fir 0 < A < la mit kritsichem Wert A, aus

ACI

a = J'E(M'Ho)dl g ist WDF fur A unter H,, a ist Siginifikanzniveau
0



Likelihood-Quotientenmethode (4)

Problem: Bestimmung der WDFS fur A unter H, (H,)
genereell durch MC-Methode, Simulation von vielen Stichproben
fur n grold kann Satz von Wilks angewendet werden.

Satz von Wilks:

Sei WDF far ZV x durch stetige f(x;A,, ..A;) gegeben

und durch H, r von p Parametern festgelegt, dann folgt
transformierte Teststatistik — 2 In A einer Chi2-Verteilung

mit Anzahl der Freiheitsgrade r fur Stichprobenumfang - unendlich.

Kein generelle Aussage Uber Optimalitét von A als Teststatistik.

Aber in der Praxis ist es meist schwierig eine bessere zu finden.



Likelihood-Quotientenmethode Beispiel

Wiederum Test der Hypothese Uber Mitttelwert A einer Gauss-WDF
mit bekannter Varianz ¢?

Hy: A=A, (einfach) H1: A#A, (Zzusammengesetzt)
Wert von A unter H, ist fixiert: @ =x

ML-Schatzer fur A unter H, ist arithmetischer Mittelwert x,
gemeinsame WDF fur Stichprobe bzw. Likelihoodfunktion:

1 \" AR
F x@ V= ( ) exp| —5 Z(x(-” —2)?
V2o 20 par

Der Likelihoodquotient (Achtung: Kehrwert von friherer Definition) ist:

N N
f(X(l),x(Z)v . ,X(N);X) T = exp ﬁ ‘—Z(x(ﬂ_x}z_l_z{xm_lﬂ)z”

=1

T

A x@ L x(N): 2
f( 0) = exp #;(K—M)z} Zexp[%{?(—lu)z}-




Likelihood-Quotientenmethode Beispiel (2)

Wir mussen nun WDF fur T und kritischen Wert (hier T,_, genannt) bestimmen

Verwende monotone Transformation flir neue Teststatistik T’ 7/ =27 = %(X—ln)z

Suche kritischen Wert von T' mit: 7' > T/_, f_r WT'|Hp)dT' = «

|-

Aufgabe: Bestimmung von WDF A(T’| Hp)

e

l r
f(-leﬂ) — _T.f—lfze—r ,fz

Var

Ausgangspunkt: WDF fiir arithmetischen Mittelwert /170 =

2
Variablentransformation: LI 2 iy = | &
ar’|" 2V N a7’

Dies ist Chi-Quadrat-WDF fir 1 Freiheitsgrad.
Hier gilt Satz von Wilks exakt fur beliebige Stichprobenumfange n



Likelihood-Quotientenmethode Beispiel (3)

Der Likelihood-Quotiententest liefert als Entscheidungsgrenze:

! N ! . . . vy . .
= —-x)*>T/_, dies ist zweiseitiger Test aus Beispiel

Die Entscheidungsgrenze ist &quivalent zu:

12 1,2
(;) k=0l < ¥, (g) I =gl > A" N =N =T ) =2 =y e

Berechnung der
Machtigkeit far
a=0.05 liefert M

I
—_—

I
™

000000000
O L MW U0 100 W0 .




Likelihood-Quotientenmethode Beispiel (4)

Wiederum Test der Hypothese Uber Mittelwert A einer Gauss-WDF
aber, diesmal mit unbekannter Varianz o2

Ho: A=A, (zusammengesetzt) H1: A#A, (zusammengesetzt)
ML-Schatzer unter Hy: =%, 7= g{x‘” a0

ML-Schétzer unter H, :*% =% &% =5 Lo =07 =5

J=l

Der Likelihoodquotient ist: , _ (ztxm - 1911)"” s (_g 2o - %7 N Eo - w)
¥ (xU) = x)2 2V (xW =x)2 2 T(x) = ag)?
T - 2g)?\ "2
% ( T (x0 — )2 )

Variablentrafo (anders als in Beispiel 1):
T = T¥N - (XY =20 T(xW) — %)%+ N(x — Ap)?

- 'zz{xm_i]z e 3 (x0) — x)? ' r:m___;m—Tlc;m=ﬁ:;M=x;:u
T = 1+N'_]. (25) A

t folgt Studentscher t-Verteilung mit n-1Freiheitsgraden

Zweiseitiger Test mit kritischer Region definiert Uber ="t



Hypothesentest fiir ZV aus Gauss-WDF

A) Vergleich von Stichprobe x4, ...,x,, mit Theorie f5(x; u,0?)

Erwartungstreue Schéatzwerte fur Mittelwert und Varianz
X =

n n
%zx. sz=_’...£

1) Test der Mittelwerthypothese

a) Varianz bekannt

Teststatistik > "c

folgt Standardgauss-WDF N(G, ?)

of Yo
b) Varianz unbekannt

Teststatistik x=

o folgt Studentscher t-Verteilung mit
—~ n-1 Freiheitsgraden t(n-1)

s/¥n



Studentsche t-Verteilung

r (ﬁzi) P2\ T (ﬁz-_l) v = Anzahl der Freiheitsgrade
flz,v) = T o) ( -+ —) (nicht notwendigerweise
PR A ¥ ganzzahlig)
'gﬂ.f}
----- v=2
s 04r v=100
Viz] = (v > 2)

v = 1 ergibt Cauchy-WDF
v — = ergibt Gauss-WDF




Studentsche t-Verteilung (2)

Wenn

x ZV aus Gauss-WDF mit u= 0, o* = 1, und
z ZV aus x?-WDF mit n Freiheitsgraden,
dannist ZV t = x / (z/n)"? verteilt gemaf
Studentscher -WDF mit v = n Freiheitsgraden.

Diese ZV taucht in Problemen auf, in denen man das Verhéltnis
Von Stichprobenmittelwert und Stichprobenvarianz betrachtet.

Studentsche t-WDF liefert Glockenkurve mit adjustierbaren Auslaufern
von Gauss-WDF (v — o) bis Cauchy-WDF (v = 1).

Entwickelt in 1908 von William Gosset, der unter dem Pseudonym
"Student” fur die Guinness-Brauerei arbeitete.



Hypothesentest fiir ZV aus Gauss-WDF (2)

Abweichung von x = f x. Vvon y, in beiden Richtungen

in beide Richtungen ist schlechte Ubereinstimmung mt Nullhypothese.
-> beidseitiger Test mit o/2 in jedem Auslaufer.

ii) Test derVarianzhypothese H,: 0=0, H;:0#0,
a) Mittelwert bekannt

Teststatistik (v-1s%9; = 1 x;=)%/9,: folgt Chi-2Qudratverteilung
mit n Freiheitsgraden x: ()

b) Mittelwert unbekannt

Teststatistik (+=1s*/o; = 1 (50?792 folgt Chi-Quadratverteilung

i=1

mit n-1 Freiheitsgraden  y2(,_1,



Hypothesentest fiir ZV aus Gauss-WDF (3)

B) Vergleich von 2 Stichprobe x,, ...,x, und y,,...y,,

|) Test der der Gleicheit der Mittelwerte Ho: ui=n, Hiw#u,

beide Varianzen bekannt

x and ¥ folgen Gauss-WDFs N(u1,03/n)  N(u,,0%/m)

Gemal} Additionstheorems fur Gauss-WDFs ist die Differenz x-y
gaussverteilt mit Mittelwert (114 "312) und Varianz (o} /n+0%/m)

Variable (x7y) - Gu=Ma) g4t Standardgauss-WDF  N(0,1)

/fon + 03 /m

i-3

Ebenso Teststatistik:

/Ufin + U%!m.



Hypothesentest fiir ZV aus Gauss-WDF (4)

Test der der Geichheit der Mittelwerte Ho: uy=n,  Hiw#u,

beide Varianzen unbekannt aber gleich.

Es gilt fur die 4 unabhangigen ZV:

X, which is N(uy,0%/n), (n-1)s}/0?, which is x"(n-':)

y, which is N(pa,0%/m), (m=-1)s3/93, which is y?(m-1).

Differenz der Mittelwerte =222 folgt N(O, 1)

Y o}in + oi/m

Summe der Varianzen (-nst/ot + @-nsiez folgt X (n+m-2)

(aus Additionstheorem fir Chi-Quadrat-ZV u. (a=1)+(m=1)=n+5-2



Hypothesentest fiir ZV aus Gauss-WDF (5)

Die Observable (x-7) = (u1-u,)
/Ui'l-n + ci/m

/[(n-T)sffa‘} + (m-1)s§!¢!§]a"(n+m-2)'

folgt Studentscher t-Verteilung mit n+m-2 Freiheitsgraden
Aber Varianzen unbekannt. Bei Gleichheit vereinfacht sich Ausdruck zu

.-—-(E (nm)? + E] )

(x-y) = (u1-uz)

J— LULS —]-( 1)t + (1)s)
m

n

Xy

Teststatistik ] /_;; folgt Studentscher t-Verteilung
mit n+m-2 Freiheitsgraden.

Fur ungleiche Varianzen keine geschlossene exakte Losung.



Hypothesentest fiir ZV aus Gauss-WDF (6)

i) Test der der Gleicheit der Varianzen Hy: 0,=0, H;0,>0,

a) beide Mittelwerte unbekannt
Es gilt: (n-1)s?

=]

= Y (x.-x%)°? is x%(n-1)
o? o} i=1 *
(m1)s3 , m _
— == 1 O;»? is x*(m-1)
o3 gy i=1
(n-7)si . .
Der Ausdruck ———/@n | = folgt einer Fisherschen
1 5] 2
(m—1)s3 -ﬁ-g E
—f (1}

2

F-Verteilung mit n-1, m-1 Freiheitsgraden

Ebenso die Teststatistik:

s o _
— S —— (x,—x) 2 /— ( 2
® ) I y;-y)




Fischers F-Verteilung
V14V vy vy l‘U1"l
E(E3V1,V2) = %wazr’_rd‘% H ]i("l*"’z)

[1 + -TJ';
0LFS< L Vy,v2 > 0
vi=2 Va2 . -
Fode = VU7 Vz+2 vy > 2 f(F'v’sz

E(F) = —_2 ’ . V2 > 2 0.60
V(F) = 2\?1(\11*‘“2’2} . v > &
vy (v2=2) 2 (vo=b) 040

0.20
v,= 1 ergibt Student t-WDF

vl ,— = ergibt Gauss-WDF

Fig. 5.4. The F-distribution for selected degrees of freedom (v,,Vs)}.




Hypothesentest fiir ZV aus Gauss-WDF (7)

fur den Fall H,:0,>0, kritische Region im oberen Auslaufer der F-Verteilung

fur den Fall H,:0,<o, kritische Region im unteren Auslaufer der F-Verteilung

b) beide Mittelwerte unbekannt

n
1

1 > =
T o E (xi-u.l) / o1 E (}'i"'l-lz)z
i=1] 1=1

Teststatistik  ®
s

[T ] b3

folgt einer Fischerchen F-Verteilung mit n,m Freiheitsgraden

Beispiele und praktische Anwendung in den Ubungen



Zusammenfassende Tabelle fiir Test mit Gauss-WDF

-

Table 14.1 Tests for the mean and variance of pormal distributions
Ho Conditions Test statistic Test
distribucion
X -
T known X Up
= N(0,1)
o I/va !
H 'J'o
al unknown x
T t{n=-1)
U known - 2 £
y (a=D)s?fafe | (x-u)?/a} x* (a)
o'=g e
o
U unknown - 2.2 v =
{n=1)s fdo-igj{xi—x)z.-’ué x* (n=1)
i=08=0? known ?L‘;'-
o — + 1
n m
N(0,1)
0? and 0} known Xy
s : Yolln + 0i/m
I:Ff-crgnuj unknown x-y
# tin+m-2)

((n-ﬂaf*{n-l}n%)

of * o} unknown —_—F
(-5—'—"'-3— not exacrl
— B]_.l'rl-'l +* g f‘n m“.“u(ufl}
U1 and Ha km si i En 2 1 m
= e ) (x.-u)*— a2
Ef =1 ;i- n-l'.i.-‘l it r‘iEI {.Vi Hz) Fin,m)
Wi and pp unknown “!:__1_:' -z2;1 O -
s3 n-1.Ii (x; ~x) /F_EI y;-v)? Fin~1,m=1)
i=

1=




