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Die Signifkanz eines beobachteten Signals

= 15

Hy: Nur Untergundprozesse
H,: Signal+Untergrund |
Ziel: Zuruckweisung der Nullhypothese e
Zunachst: nur Zahlexperiment %
Annahme: wir beobachten n Ereignisse; diese kénnen bestehen aus :

n, Ereignisse aus bekannten Prozessen (Untergrund b)
n, Ereignisse aus neuem  Prozess (Signal s)

ro-

Wenn ng, n, Poisson-verteilte ZV mit (s +
Mittelwerten s,b sind, dann ist P(n;s,b) =
n = ng + n,ebenfalls Poissonverteilt

mit Mittelwert = s + b:

'b) o—(s+b)

n:

Sei b = 0.5, und wir beobachten

N... = 5. Sollten wir eine Evidenz p-value = P(n>5;b=0.5,s=0)
fur Entdeckung verkinden? _4 M
Der P-Wert fur die Hypothese s = 0: 1L7x107" # P(s = 0)!



P-Wert und Signifikanz

Oft wird die Signifikanz Z definiert, als die Anzahl der Standardbweichungen,
die eine Gaussverteilte Zufallsvariable in ein Richtung fluktuieren muss,
um den selben P-Wert zu liefern
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Konvention fir Entdeckung: Eine Signifikanz von 5 entspricht P = 2.87x10~7




Likelihoodverhaltnis aus Neyman-Pearson-Lemma

Die Likelihood n zu beobachten unter H, (s=0,b) ist: L, = —e

(s4+0)" _ (510

Die Likelihood n zu beobachten unter H, (s,b) ist: Ly = e
n!

Dies sind einfache Hypothesen. Das Neyman-Pearson-Lemma sagt uns,
dass die optimale Testastatistik geben ist durch:

L . L S
s+b oder monotone Funktionen In —*% — nln (1 — —) — 8
Lb Ly, b
Likelihoodverhaltnis ist monotone Take €.g. b = 100, 5 = 20. / B eemeed hore
Funktion von n. WDF ist also ebenfalls g
Poissonverteilung. ) s o £l
Zahlrate ist optimale Teststatistik. T ]
L3+b N
Oft verwendet: Q= —2In L N
L
b p-value of b only p-value of s+b



Likelihoodquotient/Profillikelihood

Eben: Signalrate fixiert auch unter Alternativhypothese.
Nun: Finde beste Signalanzahl unter H, Uber ML-Methode

L(s)
L(s)

Teststatistik: A(s) =

Zahler: Likelihood unter H, (s fixiert, fur Entdeckung s=0)
Nenner: Likelihood unter H, (s geschétzt aus Daten)

Fat

s=n-—>0
Teststatistik fur Entdeckung (s=0 im Zahler):
InA0)=nln(b) —b—nlnn+n

A aus [0,1]: 1 (0) gute (schlechte) Ubereinstimmung mit H,
InA aus [0, -unendlich]: 0 gute Ubereinstimmung mit H,



Vergleich der Teststatistiken

aus Neyman-Pearson-Lemma
(einfache Hypothesen).

aus Likelihoodguotient
(zusammengesetze Alternativehyp. H,)

lnLS+b — nln (1_|_f) — g InA(0) =nln(b) —b—nlnn+n

Ly

b

o IniL_ L)
SO « Ini(0)

s=8,b=16

wenn wir als Hinweis auf Signal
(Abweichung von H) nur n>b
betrachten

dann sind beide monoton in n
und fuhren auf gleichen Test

In A(0) hat gute Eigenschaften flr
nicht zu kleine Ereigniszahlen
und erlaubt Berlcksichtigung
syst. Fehler




Unsicherheiten auf den Untergrund

meist ist der Untergrund nicht genau bekannt - syst. Unsicherhiet
wie wird diese in Berechnung von P-Wert bertcksichtigt?

a) Bayesianische Methode lUber Marginalisierung
b) Profillikelihood als Stérparameter

a) Annahme: Gaussfehler auf Untergrund (b, nomineller Wert, o, Fehler)

R(b) = —L (00?203

V2o,

Bestimmung der WDF firQ () = —21n

Ls—l—b

Ly

mit MC-Simulationen: wurfele b entsprechend Gauss und

1@ = [ 1@y

bestimme Q:




Unsicherheiten auf den Untergrund: Bayesianisch

Einfluss des systematischen Fehlers auf WDF fur Teststatistik Q

ohne systematische Unsicherheit mit systematischer Unsicherheit
_ _ Suppose in real experiment
Take c.g. b= ]OU’ s =20. / Q 1s observed here. Fors= 2'[:', bl} = l'[:'[:', a,= 10 this gj\"ES
gﬂ-ﬁ!_ / ED.D#_
o] 0.  f(Ob) of O (@)
/(Qis*b) | v f(Qlstb)
b - ;
AR ST

p-value of b only p-value of s+b p-value of b only p-value of stb

Verbreiterung der WDFs - schlechtere Trennkraft
- grolRere P-Wert, kleinere Signifikanz



Unsicherheiten auf den Untergrund: Frequentistisch

Annahme: Kontrollmessung m fir Untergrund tb in Kontrolldatensatz
Skalierungsfaktor T bekannt (t>>1)

Messung von n in Signalregion folgt: # ~ Poisson(s+b)

Messung von m in Kontrollregion folgt: 72 ~ Poisson(7))

s+b)" _ Th)" _
Gemeinsame Likelihoodfunktion:  L(s,b) = (5 +0) e~ (5+0) u& m
n! m!
Teststatistik = Profillikelihood (Stérparameter b)
\ L(s.b) Zahler: ML-Schétzer fiir b unter H,
§) = -
( ) L(§,,b) Nenner: ML-Schétzer firs und b

-2In A(0) folgt Chi-Quadrat-WDF mit 1 Freiheitsgrad (aus Satz von Wilks)
far nicht zu kleine Ereigniszahlen, d.h. WDF ist approximativ bekannt



Profilelikelihoodteststatistic fiir Entdeckung

Hy: nur Untergrund - u=0 H,: Signal + Untergrund

Teststatistik q,:

( A A0) zwischen 0: H, artig und
20 20 T Hy arti

! < - g zwischen 0 und unendlich
0: Hyartig  >>0 H, artig

Einseitiger Test, nur positive Signalstarke = Abweichung von H,

q0 = ¢
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Erwartete Signififkanz/Sensitivitat des Experimentes

Bestimme den Median der med[q, ju]

Teststatistik unter Alternativhypothese u b flq, )

/ p-value

Berechne den Entsprechende P-Wert

Wir brauchen WDFs: %
Naherungsweise aus Satzen von Wilks und Wald

fur Bewertung der Daten - WDF fir Teststatistik unter Nullhypothese

1 1 1 1
f(qo|0) = 55(%) ~20/2

Z=3"11-po) = o

_|_. =
2Vax /i
fur Bestimmung der Sensitivitédt > WDF fir Teststatistik unter Alternativhyp.

flaolp') = (1—@(%’))5(q0)+ 11 1 o [_% (W__%,-)z]

227 @




Qualitat der Naherung fir Zahlexperiment

Fur Sensitivitat: ersetze n durch s+b (in Literatur Asimov-Daten genannt)

Tobs — b

Vb

b= Jﬂ (HIHEH—R) median|Zg|s +b| » \/2 ((s4+b)In(1 +5/b) - )

S

Gaussnaherung: 7, = & ~1(1 — py) = median[Zg|s + b] =

S

Wald+Wilks-
Naherung:

med[ZnH]

exakte Werte von MC zeigt
»oprunge” wegen diskreter
Natur der Daten

Asimov-Naherung gut
far gr. Bereich an s und b

s/sqrt(b) nur gut fur s<<b




Qualitat der Naherung fiur Zahlexperiment

n ~ Poisson(pus + b)
m ~ Poisson(7b)

Here take = 1.

Asymptotische Formel

der WDF gute Néherung | B
bis 50 bereits fur b ~20 qorsbr ettt NS
(8] 5 10 15 20 25 30 35 40
%%
hf' 6
Fur sehr kleine b unterschatzt
asymptotische Formel die =T
Signifikanz. N R
Dann leichte Uberschatzung ™ RN
bevor eSs gegel"l MC —- Nominal significance
konvergiert 2 L




Mehr als Zahlen: Form von Verteilungen

Oft Signal = lokale Uberhéhung im Spektrum Bost- o own , ATLAS Preiiminary
58 : ?m-_ Il Background 22 H—-zZ" -4
a) definiere eine Massenfenster 5 Mgz
- nicht optimal =F g syarunc.
b) nutze gesamtes Massenspektrum “his= 7TeV: fLdt= 45 b
= Form der Verteilungen f(,) wemeEplaseon [
Bilde Likelihoodfunktionen fiur beide Hypothesen A— —
q_|_b ) h b n
+ =
Ls+b s H TSf X‘l{S +pf X:|b) Ly = —'—6 b H f(X¢,|b)
& i=1 - i=1

Neyman-Pearson-Teststatistik (bei LEP verwendet):

Q= —2In =2t —s—l—iln (1+ff(xf‘|s))

Ly




Mehr als Zahlen: Profillikelihoodteststatstik

Beobachtetes Massenspektrum: n = (*nl, . s 2 ,,nN)
Erwartetes Massenspektrum in jedem Bin: E[nz] = 1s; + b;

u beschriebt die Signalstarke m=0 nur Untergrund

S; = Stot fslx:0)dr bi = biot folx:0y) dx
- bin i ) binz

Messung in Kontrollregion: m — (m].:' oo amM)

Erwartung in Kontrollregion abhangig von Stérparameteren 6

Elm;] = ui(6) (6 6,b,)



Profillikelihoodteststatstik (2)

Gesamtlikelihoodfunktion abhangig von u und Stérparametern 0

N . A\
L(1,0) =] (185 + 0™ _(us;+by) I Uk

|
-

j=1

Teststatistik:

fixiert unter H,

0
Ap) = ~ g Maximum Likelihood-Schatzer unter H,

[1.60 Maximum Likelihood-Schétzer unter H,

iIm Gegensatz zu Neyman-Pearson-Teststatistik wird
Signalstarke u unter Alternativhypothese nicht fixiert.



Der ,Look Elsewhere Effect” (LLE)

Bisher: lokaler P-Wert/ Signifikanz= Wkt. einen Uberschuss an einer
speziellen Stelle im Massenspektrum zu beobacxhten,
da wir My, in der Alternativhypothese fixiert haben

o L(Oa m{]) — - _ x—1
fx = —2n 720 Pfix ftﬂmbs ftax[0)dtsx 7o = &7 (1 - pry)

Nun: Wkt. einen solchen Uberschuss irgendwo im Massenspektrum zu finden.
- Verwende Testmasse als einen Stérparameter in neuer Teststatistik

L(0 >
thoat = —21n L( ( ) Pfloat — ft f(tﬂoatlo)dtﬂoat

ﬁ? ’ﬁ'l) float.obs

Proat @ls wird globaler P-Wert genannt. Berechnung sehr aufwendig. Viele MC Exp.

__ Pfloat Versuchsfaktor ,Trial Factor ~ Anzahl

Ftrials = De unabhéangiger Suchregionen im Massenspektrum
X Kann approximativ mit wenig MC-Exp bestimmt werden.




Der,,Look Elsewhere Effect” (LLE)
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Ein Beispiel: H>2 y in ATLAS
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Maximale Abweichung von der “Nur-Untergrundhypothese” bei m ~126GeV:
Lokaler p,-Wert 0.27% (2.80)  Global p,-Wert (inklusive LEE) ~7% (1.50)
Erwartete Signifkanz fur ein SM Higgs: ~ 1.40 bei 126 GeV



