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Pearsons y*-Test

Gegeben: N unabhangige Messwerte mit Varianzen 6> 7@ = (ny,...,ny)
und Theorievorhersagen = (vq1,...,vN) .

(entweder phys. Gesetz oder WDF mit Integration Uber Binbreiten)
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, where ¢? = V[n,] .

Pearsons y>-Teststatistik: x° =

= Summe der Quadrate der Abweichungen j-ten Messung von
der i-ten Vorhersage, normiert auf die Varianz (Grofe die in der Methode
der kleinsten Quadrate minimiert wird)

Fur n. ~ aus Poissonverteilung gilt V[n]=v, also erhalt man:
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Pearsons y2-Test

Wenn die Hypothese (Stichprobe stammt aus Theorievorhersage) wahr ist
und die n, aus Gaussverteilung mit Mittelwert v. und Standardabweichung o,

i.e., n.~N(v,, ¢?), dann folgt Pearsons y*-Teststatistik einer »*-WDF
mit N Freiheitsgraden (hier mit y* = z):
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Wenn the n, aus Poissonverteilung mit v.>> 1 (in der Praxis OK fir v. > 5)

dann geht Poissonverteilung in Gaussverteilung Uber und daher folgt
Pearsons y*-Teststatistik hier ebenfalls einer y*-WDF.

Der y*-Wert aus den Daten der Stichprobe ergibt dann den P-Wert gemal3:
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The ‘> pro Freiheitsgrad’

Erinnerung: fur Chi-Quadrat-WDF mit N Freiheitsgraden fur ZV z gilt
Elz]l =N, V][z]=2N.
Das macht Sinn: wenn hypothetische v, korrekt sind, dann ist die mittlere

Abweichung der n. von v gerade o, also tragt jeder Term in Summe ~ 1 bei.

Oft wird das “Chi-Quadrat pro Freiheitsgrad” y*/N als Mass flr die Glite
der Ubereinstimmung angegeben. Besser und vollstandiger ist es beide
x> und N separat anzugeben und den korrekten P-Wert auszurechnen.
Betrachte zum Beispiel:

x2 = 15, N=10 — p—value = 0.13,
v2 = 150, N =100 — p—value=9.0 x 10™%4.

i.e. fir grof’e N, kann schon ein “y* pro FG” geringfligig grof3er als 1
bereits einem sehr kleinen P-Wert entsprechen,
d.h. schlechte Ubereinstimmung mit H,



Beispiel eines y*-Test ohne Gaussfehler
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Nun mussen wir den P-Wert finden, aber viele Bins haben wenige oder
keine Eintrage. Also gilt nicht die Gaussnaherung und »? folgt nicht
der Chi-Quadrat-WDF.




Verwendung von MC zur Bestimmung der WDF fiir y°

Pearsons y* Teststatistik quantifiziert immer den Grad der
Ubereinstimmung zwischen Daten und Theorievorhersage,
es ist immer ein gultige Teststatistik, aber die WDF ist fur

nicht gaussche Fehler nicht direkt bekannt.

Um die WDF zu bestimmen, simuliere Messungen/Stichproben
mit MC-Programmen: . ~, Poisson(v;), i = 1, N .

Hier: 10° Stichproben simuliert s
Bruchteil der Messungen mit 0.08
¥> > 29.8 ergibt den P-Wert: o
P=0.11
0.04
Wenn wir die Chi-Quadrat-WDF 002

benutzt hatten, wurden wir
P = 0.073 erhalten.

| | | | |
—— chi-square pdf for N =20
- —- pdf from Monte Carlo
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Glte der Anpassung bei KQ-Schatzern

Der Wert von »? im Minimum ist eine Mass fiir die Ubereinstimmung der
Messdaten mit der angepassten Kurve/Theorievorhersage:
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Dieser Wert kann als Teststatistik fur die Gute der Anpassung fur
die Theorievorhersage A(x; ) verwendet werden.

Falls die Hypothese korrekt ist, dann folgt die Teststatistik ¢=y* _ einer
Chi-Quadrat-WDF: 1

t:ng) =

f( d) 2”d/2l'(nd/2)

die Anzahl der Freiheitsgrade #FG ergibt sich zu

N Messpunkte, L Parameter, M Zwangsbedingungen
keine Bins: #FG = N-L+M

Histogramm N Bins (Normierung fixiert): #FG = N-1-L+M

na/2—-1 —t/2




Verteilung der P-Werte

Der p-Wert ist eine Funktion der Stichprobe und daher eine Zufallsvariable,
die einer gewissen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion folgt.

Annahme: der P-Wert fur H wird aus Teststatistik {(x) bestimmt gemal}
20
P — / (| H)dt
t

Die WDF fur p_, unter der Annahme der Hypothese H ist

ftH) _ f(tH)

g(ru|H) = = =1 (0<py<1)
Opm /0t f(t|H)
g(pH|H')
i. a. gilt fir kontinuierliche Daten: | \7‘ g(pH|H)
unter Annahme von H, p,, ~ flach in [0,1] <
und ist konzentriert bei Nulland fir pH

viele Arten von Alternativhypothesen 0 1



Verteilung der P-Werte bzw. Chi-Quadrat-Wkten

§f Untergrund
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Hypothese korrekt, Fehlerabschatzung korrekt - flache Verteilung
Hypothese falsch < kleine P-Werte

Hypothese korrekt, Fehler zu gro® - Verschiebung zu groRen P-Werten
Hypothese korrekt, Fehler zu kleine = Verschiebung zu kleinen P-Werten



Beispiel der Giite der Anpassung fiir KQ

Anpassung eines Polynoms der Ordnung p (p+1 Parameter) an 5 Messpunkte

>

6 I —— o™ order. x2=-i1-5_5 * 7 p
CORIDENT | @it 0 =3 ou”
Z | ' T E n=0
J_*:i"‘ o
= 1 b=/, SGng)at
- Xmin
Anpassung einer Geraden (P=2):
Xonin = 3.99, ng =5-2=3, p = 0.263
Anpassung einer Konstanten (P=1):
XrQnm:45,5, ng=5-1=4, p=3.1><10_9

- Gerade mit Steigung deutlich gegenuber Konstanten bevorzugt



Gute der Anpassung bei ML-Schatzung

L nicht unmittelbar nutzbar, keine Aussage uber WDF

a) L __ als Teststatistik ;5
bestimme WDF (ber MC-Simulation e
von identischen Messungen

> P-Wert hier:0.63 i
b) Histogrammierung der Messwerte  n = (n,...,nN)

Vergleich mit Theorievorhersage

2600




Gute der Anpassung bei ML-Schatzung

Teststatistik gebildet aus Likelihoodfuntion des gebinnten ML-Fits

far ML-Schatzung n_, fest
- Gemeinsame WDF/Likelihood = Multinominalverteilung

far EML-Schatzung n . Poisson-ZV mit Mittelwert v ZV
- Gemeinsame WDF/Likelihood = Produkt aus N Poisson-WDF

Betrachte Testatistik:
3 L(nlv) fioint (n; V)

&5 L(njn) ~ fioint(n;n)

im Nenner werden geschatze Bineintrage durch Datenwerte ersetzt

A kann auch maximiert werden, um beste Schatzwerte zu erhalten



Gute der Anpassung bei ML-Schatzung

a) multinominal verteilte Daten (ML-Schatzung) wird Teststatistik zu

b) poissonverteilte Daten (EML-Schatzung) wird Teststatistik zu

N N\ M
’\P — entot""tot H ﬁ_
n;

i=1

Annahme: m Parameter werden aus Daten geschatzt

betrachte Grenzfall grof3er Stichproben



Gute der Anpassung bei ML-Schatzung

Falls Hypothese uber Form der theoretischen WDF korrekt ist gilt
fur WDF der Teststatistik A

a) multinominal verteilte Daten (ML-Schatzung)
2 i n;
XM = —2]0gAM = 2 Z n; log‘_i
i=1 &
i« folgt Chi-Quadrat-WDF mit N-m-1 Freiheitsgraden

b) poissonverteilte Daten (EML-Schatzung)

N
Xlz'; = —2loglp = 2 ( i 1 i s ot

i=1
¥, folgt Chi-Quadrat-WDF mit N-m Freiheitsgraden



Gute der Anpassung bei ML-Schatzung

oder Anwendung des Pearsonschen y*-Test

a) multinominal verteilte Daten (ML-Schatzung)

Z el ﬁi — 9:‘/ l)tot

i=1 pl Niot
* folgt Chi-Quadrat-WDF mit N-m-1 Freiheitsgraden fiir gr. Stichprobe

b) poissonverteilte Daten (EML-Schatzung)

o7 ek

i=1

v folgt Chi-Quadrat-WDF mit N-m Freiheitsgraden fiir gr. Stichprobe



Kolmogorov-Smirnov-Test

unabhangig von WDF der Grundgesamtheit

kein Binning der Daten notwendig
keine geschatzen Parameter in Theorievorhersage

gegeben: n Messwerte x. (der Grolde nach geordnet) und
Theorievorhersage f(x)

Betrachte Kummulativfunktionen fur Theorievorhersage und Daten

X
= L | I I
F (x) / f (x) dx ForSag
08 - )
B e S3(1) (a)
L L 30 .
Sn(x) = J;; X, S x < xg 06— k . i
{! X > x_ . obs
B 0.4 - )
i t
0.2 '— Fo(t)=b{fo(t‘)dt' B
Nullhypothese: #_ : S (x) = F_(x) .. l : ;

Teststatistik: D, = max [S_(x) - F_(x)]
maximale Abweichung zwischen beiden Kummulativverteilungen



Kolmogorov-Smirnov-Test

Teststatistik D_folgt Kolmogorov-Verteilung
Die WDF fur D_ ist unabhangig von der Theorievorhersage f(x)

Fur arolde Stichproben n qilt. dass die Kummulativ-WDF gegeben ist durch

w0 92,2
lim P (D < 2) = 1~2 y (_])r-l o T2Tz
n

<
n->x n /_ r=1

: kritische Werte im
oon b : : Grenzfall immer
i gr. als exakte Losung

Wahrscheinlichkert




Kolmogorov-Smirnov-Test: Beispiel

30 Messungen einer Flugzeit Theorievorhersage f(t)

D, = max |s30(t) - F ()] =0.17

f | I

P-Wert: = 0.25
(a)
] sqrt(30)= 5.48

d=0.17%*5.38=0.93

0.4 .
1 .
0.2 Fo(D=ffy(tyat - Vgl. mit Pearson-Test
| 1 :

£ 6 ~ 4 Bins
: F (b) _ q
- 4+ X =3, .
; - / : 06t g Aobs 3.0 and 3 degrees of freedon
£ 2 H !
§ L o 7
S e o e i e B 5 B P-Wert: = 0.40

0 5 10 15
Time of flight (in units of 0.89x10™° sec)



Kolmogorov-WDF: kritischen Grenzen fur geg.

P(an_da) ~] ~q
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Vergleich von 2 Stichproben

gegeben: 2 Stichproben x., .. X y,...y_

Nullhypothese: entstammen gleicher Grundgesamtheit,
d.h. Form der WDF ist gleich Theorievorhersage f(t)

Kolmogorov-Smirnov test

Vergleich der beiden Kummulativ funktionen Sm(x) and Sn(x)

Teststatistik: Pun = 22*1S500 -5 () S0
YY
1.0

Far gr. Stichproben:

0.8

(=]
/ ‘ N r-1 -2r?z? S4,:lab.y

lim P(D <2Vl 4 5—) =1-2
m, mn m n r=1 06

0.4

Ruackfihrung auf kritischen Wert far
1 Stichprobentest (n) 4 ot p_
] ] ] ]

o !
0 0 50 100 150 200 250

D =d vy 1+ o
Effective-mass M, (MeV)

0.2 Sza;lab.x

T T T T T 17 1T 1]




Vergleich von 2 Stichproben: Kolmogorov-Bsp.

gegeben: 2 Stichproben x,, .. X,, und XyeXa0

S(Myy)
= : - - | - 24 _ 8 _ 1.0~
Dobs max;S_‘(MYY) SZB(MW)| AT 0.46 u
0.8
B Sypitaby
06—
1 Sample-Test fur n=28 _
kritischer Wert d fur a=0.05 0.4
d . = 0.2499
L5 ri
0 50 1(;0 1510 ZCI)O 2%0

Effective-mass My, (MeV)

28

Ubertragung auf 2 Stichprobentest: D o5 = 0.2499- Vi 37 = 0.34

= Nullhypothese verwerfen wenn Signifikanzniveau auf 5% fixiert war



Vergleich von Histogrammen: Pearson y2-Test

gegeben: J Histogramme mit jeweils | Bins
- J unabhangige Multionomialverteilungen

im j-ten Histogramm seien die Binwahrscheinlichkeiten gegeben durch:

die Gesamtanzahl aller Bineintrage Uber alle J Histogramme sei:

J I
n . = z
. FANR ¢ T n
] j=1 1]

j 1 1 i:]

[ e I



Vergleich von Histogrammen: Pearson y2-Test

Nullhypothese: die Wkt fur Bin i in allen J Histogramme ist gleich

H : = = el - L=1,2, ...
0 pi] plz - - le ! o 1
Fur die unbekannten p. ergibt sich aus der ML-Schatzung:
J .
!3‘ = En../n 131,2,"',1
o E ior 1]
J-'Z
1
Diese Schatzwerte fur p, erflllen Normierungsbedingung: Zp. =7
d.h. nur i-1 sind unabhangige Schatzwerte 1=11
) J I ::n._."-ﬁ._m._.}2
Teststatistik: x* = | ] ————-
j=1 i=] P;.0,:

-

folgt im Grenzfall grol3er Bineintrage und bei Korrektheit der Nullhypothese
einer Chi2-WDF mit (I-1)(J-1)=IJ+1-I-J Freiheitsgraden
(IJ-J unabhangige Beobachtungen und I-1 geschatze Parameter)



