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Anknupfung an letzte Vorlesung

Axiomatische Definition:| For all A c S,P(A) > 0
P(S)=1

If ANB =0, P(AUB) = P(A) + P(B)

bedingte Wahrscheinlichkeit:

A gegeben B (mit P(B) #0) | p( 4| B) = P(ANB)
P(B)
Bayes-Theorem P(BIAYP(A
P(A|B) = <1|3(;)( )




Kapitel 3

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen




Zufallsvariablen und Wkt.dichtefunktion

Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine numerische Charakeristik,
die einem Element der Grundgesamtheit zugeordnet wird.

Z\V konnen diskret oder kontinuierlich sein.

Annahme: das Ergebnis eines Experimentes ist kontinuierliche ZV x
Wkt. Dafur, genau den Wert x,zu messen ist beliebig klein.

Wahrscheinlichkeit = im Intervall [z, x 4+ dz| zu erhalten = f(z)dx.
— f(x) = Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF)

o
/ f(z)dxr =1 x mussirgendwo sein
— O

Fur diskrete Zufallsvariable mit Ergebnissen x. mit z.B. i=1, 2, ...

P(a:z) — Pi:  Wahrscheinlichkeits-Massenfunktion

Z P(fﬂz) =1 x muss einen der moglichen Werte annehmen
7



Approximative WDF aus Histogramm

WDF = Histogramm mit

unendlich vielen Eintragen

(unendlich grof3es Sample),

und verschwindender (0) Binbreite
normiert auf “eins”
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Kumulativerteilung

Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis kleiner oder gleich x zu erhalten

/_xoo f(z) da' = F(a)

_—
=

03 } (@

g2 r

01

Alternativ kann WDF tber f(x) =

Kumulativerteilung

1‘

=2
=
0.75

s

025

OF (x)
ox

Firr diskrete ZV git ~ F() = > P(x)

Xis X

definiert werden



Das Quantil x, ist der Wert der ZV x fur den die Wahrscheinlichkeit, dass
die Messung einen Wert kleiner x, ergibt gerade o ist.

Fixa) = [ fo0dx= a= xg = F~Ya)

— 00

Das Quantil zu 0=0.5 ist der Median x,,
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Erwartungswerte

Betrachte kontinuierliche Zufallsvariable x with WDF f (x).

Definiere den Erwartungswert (arithmetischen.Mittelwert) als
FElx] = /a:f(ac) dx

Notation (meist): E [:B] = U

Achtung:
E[] ist keine Zufallsvariable, keine Funktion der Stichprobe

ist ein linearer Operator auf der Funktion z.B. a(x)=x

Elax + f] = aE[x] + B

ist eine Charakteristik der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

ist abhangig von den Parametern der WDF



Erwartungswerte

Fur ein Funktion y(x) with WDF g(y), qilt

Blyl = [yg@w)dy = [y@)f@)de  (Equivaieny

n-tes algebraisches Moment (n=1 ergibt Mittelwert):

E[x"] = / x"f (x)dx =
n-tes zentrales Moment (n>1):
El-0)"= | (= 00k =



Erwartungswerte (1I)

Varianz = 2tes zentrales Moment:

Vix] = El(x - p)?] = / (x - W2 ()ax Vz] = o2

VIx] = E[(x — p)°] = E[x°] - 2E[x]u + p* = E[x°] - p*

Standardabweichung: o = \/02
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Erwartungswerte (III)

Weitere zentrale Momente (selten gebraucht):

Schiefe y = us/c®

misst Asymmetrie der Verteilung:
positiv (negativ) far Auslaufer nch rechts (links)

W olbung oder Kurtosis k = s/ 0% — 3

misst Anteil im Zentrum zum Anteil in Auslaufern
relativ zur Gauss-/Normalverteilung

0: far Gaussverteilung

positiv: fur mehr Auslaufer als Gaussverteilung bei gleicher Varianz
negativ: fur weniger Auslaufer als Gaussverteilung bei gleicher Varianz



Erwartungswerte (1V)

Schiefe y = s/ c° 03
y1= E [(x- w?/c° 0.6
= E [x® - 3ux®+ 3p*x - pu’]/ o’
= {E(®) - 3u[E(®) - KE(X)] - W*}/0° 04
3\ _ 2 _ 13 i
= £ 250 = 0.2
0.0

W olbung oder Kurtosis k =

/14/04 :3 o.1é

0.01 ¢

Alle Verteilungen haben .
Mittelwert = 0 und Varianz =1 1E-3




Binomial-Verteilung

Betrachte N unabhangige Messungen/Experimente (Bernoulli-Versuche):

Ausgang jedes Experimentes ist entweder "Erfolg” oder “Misserfolg”
Die Wahrscheinlichkeit fur Erfolg (Misserfolg) sind p (1-p)

Definiere diskrete ZV als Anzahl der Erfolge n (0 < n < N).

Wkt. fur eine spezielle Reihenfolge von n Erfolgen und (N-n) Misserfolgen ist:

pp(1l —p)p(1l —p) =p"(1 _p)N—n

N
Aber Anordnung ist unwichtg »>Kombinatorik es gibt (N —n)!

Moglichkeiten (Permutationen) n Erfolge in N Versuchen einzuordnen.
Geamtwkt. fur n Erfolge ist die Summe der WKkt. fur jede Permutation.



Binomial-Verteilung (2)

Die Binomialverteilung lautet:

N
;N, — n 1 . N—n
J;n < n!(N — n)!p ( P)
Zufalls- Parameter

variable

FUr den Erwartungswert und die Varianz findet man:

N
Eln]l = > nf(n;N,p) =Np VI[n] = E[n°] — (E[n])? = Np(1 — p)

n=0

Die charakteristische Funktion lautet: @, (k;p, N) = (p(exp(ik) — 1) + 1)N



Binomial-Verteilung (3)

Verteilungen fur verschiedene Parameter p und Anzahl der Versuche N:
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Binomial-Verteilung: Beispiele

Nachweis eines Objektes mit Detektor
Ansprechwahrscheinlichkeit eines Detektors p=0.95

Bedingung: mindestes Treffer in drei Detektorlagen fur Rekonstruktion der Spur
Frage: wieviel Kammern werden bendtigt um >99% effizient zu sein?

3 Kammern: P(k=3;0.95,3) = 0.95% = 0.857
4 Kammern: P(k>=3;0.95,4)=0.171+0.815=0.986
5 Kammern: P(k>=3;0.95,5)=0.021+0.204+0.774=0.999

Wahrscheinlichkeit fur Erfolg p

Wiviele Versuche damit mindestens 1 Erfolg mit Wkt >= a?
P(k>=1;p,n) >=a oder 1-P(K=0;p,n)>=a

P(k=0)<=1-a

(1-p)i<=1-a

N>=In(1-a)/In(1-p)



Binomial-Verteilung: Beweise

Normierung: N N Nt 3y
nz:%f(n;N,p) = nz:;)nl(/\[ — n)|pn(1_ p)N
= (p+ (1-p)"
= 1
N NI
Erwartungswert: E[n] = Z% n!(N_'n),P”( -p"
& NI
= N-n
= ’;n e n)lp”(l p
N
= (N - 1) (n-1)(1 - p\(N-1-(n-1)
i an;(n DN D - (m-1yf P
N-1

= _ A\(IN-1)-n
NP Zo(n)!(( b (P AP




Poissonverteilung (i)

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit

N — oo, p — 0, E[n] = Np — v . konstant
— n folgt der Poissonverteilung: 5 o >
Szt
o |
fiy =" (n>0) |
n' n
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Poissonverteilung: Herleitung 1

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit

N — oo, p — 0, E[n] = Np — v . konstant
— n folgt der Poissonverteilung: 5 04 =
%‘-az - )
NV WMHH
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