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Anknüpfung an letzte Vorlesung
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Axiomatische Definition:

Bayes-Theorem

bedingte Wahrscheinlichkeit: 
A gegeben B (mit P(B) ≠ 0 )):



Kapitel 3

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
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Zufallsvariablen und Wkt.dichtefunktion

Eine Zufallsvariable (ZV) ist eine numerische Charakeristik, 
die einem Element der Grundgesamtheit zugeordnet wird.                                  
 
ZV können diskret oder kontinuierlich sein. 

Annahme: das Ergebnis eines Experimentes ist kontinuierliche ZV  x 
Wkt. Dafür, genau den Wert xi

 zu messen ist beliebig klein.

→ f(x) = Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion  (WDF)

Für diskrete Zufallsvariable mit Ergebnissen xi mit z.B.  i = 1, 2, …

x muss irgendwo sein

Wahrscheinlichkeits-Massenfunktion

x muss einen der möglichen Werte annehmen
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Approximative WDF aus Histogramm

WDF = Histogramm mit

unendlich vielen Einträgen

(unendlich großes Sample),

und verschwindender (0) Binbreite

normiert auf “eins”
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Kumulativerteilung

Wahrscheinlichkeit ein Ergebnis kleiner oder gleich x zu erhalten 

Kumulativerteilung

Alternativ kann WDF über definiert werden

20 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

über den gesamten Stichprobenraum S integriert wird, muß gemäß den Axiomen der
Wahrscheinlichkeit Eins herauskommen:

S
f (x)dx = 1. (1.23)

Ausserdem ist klar, dass immer f (x) ≥ 0 gelten muß. Die Funkt ion f (x) heißt Wahr -
scheinl ichkeit sdicht efunkt ion . Dieser längliche Name soll klar machen, dass die Funk-
t ionswerte von f (x) selbst keine Wahrscheinlichkeiten darstellen, sondern erst über den
interessierenden Bereich [a, b] integriert werden müssen, um die Wahrscheinlichkeit zu er-
halten, dass x in diesem Bereich liegt (siehe Abbildung 1.3). Gleichung 1.23 stellt die
Normierungsbedingung für die Wahrscheinlichkeitsdichte dar. Die zu f (x) gehörige ku-
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Abbildung 1.3:

mulat ive Ver t ei lungsfunkt ion F (x) ist definiert als

F (x) =
x

− ∞
f (x )dx , (1.24)

d.h. F (x) ist die Wahrscheinlichkeit , dass ein Ergebnis kleiner x gemessen wird. In der
Regel erhält man aus einer Serie von Messungen die Wahrscheinlichkeit , dass x in einem
best immten Intervall [a, b] liegt , also F (b)− F (a). FallsF (x) dif ferenzierbar ist , kann damit
auch die Wahrscheinlichkeitsdichte best immt werden:

f (x) =
dF
dx
. (1.25)

Für diskrete Zufallsvariablen wird die kumulat ive Verteilungsfunkt ion analog als

F (x) =
x i ≤ x

P (x i ) (1.26)

definiert .

Das Quant i l xα ist der Wert von x für den dieWahrscheinlichkeit , dass dieMessung einen
Wert kleiner als xα ergibt gerade α ist (0 ≤ α ≤ 1), d.h.

F (xα ) =
xα

− ∞
f (x)dx = α ⇒ xα = F − 1(α). (1.27)

Für diskrete ZV gilt
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Quantile

Das Quantil xα  ist der Wert der ZV x für den die Wahrscheinlichkeit, dass 
die Messung einen Wert  kleiner xα ergibt gerade α ist.

Das Quantil zu α=0.5 ist der Median x1/2
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Betrachte kontinuierliche Zufallsvariable x with WDF f (x).  

Definiere den Erwartungswert (arithmetischen.Mittelwert) als

Notation (meist): 

 

Achtung:

 E[ ]  ist keine Zufallsvariable, keine Funktion der Stichprobe

        ist ein linearer Operator auf der Funktion z.B. a(x)=x

         ist eine Charakteristik der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

         ist abhängig von den Parametern der WDF

Erwartungswerte

1.4. ERWARTUNGSWERT, MITTELWERT, VARIANZ, KOVARIANZ 25

der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdingsnicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht . Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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Für ein Funktion  y(x) with WDF  g(y), gilt 

(äquivalent)

Erwartungswerte

n-tes algebraisches Moment (n=1 ergibt Mittelwert):

1.4. ERWARTUNGSWERT, MITTELWERT, VARIANZ, KOVARIANZ 25

der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdingsnicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht . Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)

n-tes zentrales Moment (n>1):
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht . Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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Varianz = 2tes zentrales Moment:

Standardabweichung:

Erwartungswerte (II)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdingsnicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht . Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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Weitere zentrale Momente (selten gebraucht):

Erwartungswerte (III)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht . Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x ]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)

misst Asymmetrie der Verteilung: 
positiv (negativ) für Ausläufer nch rechts (links)

misst Anteil im Zentrum zum Anteil in Ausläufern
relativ zur Gauss-/Normalverteilung

0: für Gaussverteilung
positiv:  für mehr Ausläufer als Gaussverteilung bei gleicher Varianz
negativ: für weniger Ausläufer als Gaussverteilung  bei gleicher Varianz
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Erwartungswerte (IV)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x ] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht . Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Betrag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)
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der Erwartungswert einer Funkt ion a(x) definiert als

E [a] =
∞

− ∞
a(x)f (x)dx. (1.36)

E [a] ist linear in a, d.h. E [αx + β] = αE [x] + β. Von besonderer Bedeutung sind die
Erwartungswerte der Potenzen von x.

E [xn ] =
∞

− ∞
xn f (x)dx = µn (1.37)

heißt ntes algebraisches M oment von x, und

E [(x − µ)n ] =
∞

− ∞
(x − µ)n f (x)dx = µn (1.38)

heißte ntes zent rales M oment von x.

Um die Breite einer Verteilung zu quant ifizieren gibt es prizipiell eine Reihe von Möglich-
keiten. E [(x− µ)] ist allerdings nicht sehr sinnvoll, denn E [(x− µ)] = E [x]− E [µ] = µ− µ =
0. Man könnte den Erwartungswert des Betrags von x − µ nehmen, E [|x − µ|], der ein Maß
für die Breit der Verteilung ist . Diese Wahl würden wir allerdings später bereuen, denn
häufig müssen Ableitungen berechnet werden und dann ist der Bet rag sehr unprakt isch.
Als gute Wahl hat sich

V [x] = E [(x − µ)2] =
∞

− ∞
(x − µ)2f (x)dx (1.39)

erwiesen. V [x] heißt Var ianz von x. Die Varianz ist ein quadrat isches Maß für die Breite
der Verteilung. Daher bildet man aus ihr die St andardabweichung σ

σx = V [x], (1.40)

diediegleicheEinheit wiex hat . Beschreibt f (x) dieVerteilung von Meßwerten, dann kann
die Standardabweichung σx als der Fehler der Einzelmessung angesehen werden, denn σx
ist ein Maß für eine typische Abweichung des Meßwerts vom Mit telwert . Eine nützliche
Beziehung, die die Linearit ät des Erwartungswerts ausnutzt , ist

V [x] = E [(x − µ)2] = E [x2] − 2E [x]µ + µ2 = E [x2] − µ2. (1.41)

Die höheren Momente werden seltener gebraucht. Die Schiefe γ = µ3/ σ3 ist ein Maß für
die Asymmetrie der Verteilung um den Mit telwert . Die W ölbung oder K ur t osis κ =
µ4/ σ4 − 3 macht eine Aussage über die Ausläufer der Verteilung. Für die Gaußverteilung
(sieheunten) ist κ = 0. EineVerteilung mit breiteren Ausläufern alsbei der Gaußverteilung
hat posit ive Kurtosis. Wenn die Ausläufer hingegen schneller als bei der Gaußverteilung
abfallen, dann ist die Kurtosis negat iv.

Im Falle mehrerer Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
dichte f (x) ist der Erwartungswert einer Funkt ion a(x)

E [a(x)] =
∞

− ∞

∞

− ∞
a(x)f (x)dx1...dxn = µa. (1.42)

Die Varianz von a ist entsprechend

V [a] = E [(a − µa)
2] (1.43)

=
∞

− ∞

∞

− ∞
(a(x) − µa)

2f (x)dx1...dxn = σ2
a. (1.44)

f (x ) = g(x)h(x − x) dx

x 2 = x 2g(x)h(x − x) dx dx

= (x − x)2 + 2xx − x2 g(x)h(x − x) dx dx

= (u2 + 2x(u + x) − x2 g(x)h(u) dx du

= u2 + x2 + 2 x u .

x 2 = ( x + u )2

(x ) = (u) + (x) .

x
g h

γ1

γ1 = E (x − µ)3 / σ3 .

x

γ1 = E (x − µ)3 / σ3

= E x3 − 3µx2 + 3µ2x − µ3 / σ3

= E(x3) − 3µ E(x2) − µE (x) − µ3 / σ3

=
E(x3) − 3µσ2 − µ3

σ3
.

β1 = γ2
1

β2

β2 = E (x − µ)4 / σ4 .

γ2 = β2 − 3

x → x + a µ → µ+ a

σ
x → cx µ → cµ σ → cσ

Alle Verteilungen haben
Mittelwert = 0 und Varianz =1
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Betrachte N unabhängige Messungen/Experimente (Bernoulli-Versuche):

Ausgang jedes Experimentes ist entweder ”Erfolg” oder “Misserfolg”

Die Wahrscheinlichkeit für Erfolg (Misserfolg) sind p (1-p)

Definiere diskrete ZV als Anzahl der Erfolge n (0 ≤ n ≤  N).

Wkt. für eine spezielle Reihenfolge von n Erfolgen und (N-n) Misserfolgen ist:

Aber Anordnung ist unwichtg Kombinatorik es gibt

Möglichkeiten (Permutationen) n Erfolge in N Versuchen einzuordnen.

Geamtwkt. für n Erfolge ist die Summe der Wkt. für jede Permutation.

Binomial-Verteilung  
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Binomial-Verteilung  (2)

Die Binomialverteilung lautet:

Zufalls-
variable

Parameter

Für den Erwartungswert und die Varianz findet man:
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Der Erwartungswert von n ist

E [n] =
N

n= 0

n
N !

n!(N − n)!
pn (1 − p)N − n (2.5)

=
N

n= 1

n
N !

n!(N − n)!
pn (1 − p)N − n (2.6)

= Np
N

n= 1

(N − 1)!
(n − 1)!((N − 1) − (n − 1))!

p(n− 1) (1 − p)(N − 1)− (n− 1) (2.7)

= Np
N − 1

n= 0

(N − 1)!
(n)!((N − 1) − (n))!

pn (1 − p)(N − 1)− n (2.8)

= Np (2.9)

Für die Varianz von n rechnet man ganz analog aus

V [n] = E [n2] − (E [n])2 = Np(1 − p). (2.10)

Abbildung 2.1 zeigt Beispiele von Binomialverteilungen für verschiedeneParameter N und
p.

Die charakterist ische Funkt ion zur Binomialverteilung ist

φn (k;p, N ) = (p(exp(i k) − 1) + 1)N . (2.11)

Beispiel 2.1: Wir bet rachten Meßreihen, in denen jeweils für 10 verschiedene x eine Grösse y
gemessen wurde. Abb. 2.2 (a) bis (c) zeigt die Ergebnisse, wobei für jeden Datenpunkt die Unsi-
cherheit in y als Fehlerbalken gezeichnet ist . Diese Fehlerbalken enthalten den wahren Wert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.683%. Die Linie zeigt jeweils den wahren Zusammenhang zwischen
y und x (y = x in diesem Fall). Welche der drei Meßreihen ist am wahrscheinlichsten? Die Ant-
wort liefert die Binomialverteilung. Die Wahrscheinlichkeit p dafür, dass ein Fehlerbalken die Linie
schneidet , ist 0.683%; die Anzahl der “ Versuche” ist 10. Dann ist die Wahrscheinlichkeit , dass n
Fehlerbalken die Linie der wahren Werte einschliessen, gerade f (n; p = 0.683, N = 10). Diese Ver-
teilung ist in (d) mit linearer, in (e) mit logarithmischer Ordinate gezeigt . Am wahrscheinlichsten
überschneiden 7 Fehlerbalken die Linie, wobei 6 und 8 ähnlich wahrscheinlich ist . Meßreihe (b) ist
also sehr wahrscheinlich, d.h. wenn man solche Messreihen aufnimmt wird man oft ein Ergebnis
wie in (b) erhalten mit etwa einem Drit tel der Meßpunkte mehr als einen Fehlerbalken von der
wahren Kurve ent fernt . Die Wahrscheinlichkeit , dass alle 10 Meßpunkte innerhalb eines Fehlerbal-
kens auf der wahren Kurve liegen, ist klein, nämlich 0.68310 = 0.022. Ein Ergebnis wie in (a) ist
also ziemlich selten. Erhält man solch ein Ergebis, so sollte man überprüfen, ob die Fehler zu groß
abgeschätzt wurden. Noch unwahrscheinlicher ist der Fall (c), wo entweder die Fehler viel zu klein
abgeschätzt wurden, oder der Zusammenhang y = x als falsch zurückgewiesen werden muss.

Für die Häufigkeit h = n/N für das Auft reten von Ergebnis A gilt

E [h] = E
n
N

=
E [n]
N

= p, (2.12)

d.h. die mit t lere Häufigkeit des Auft retens von A ist gleich der Wahrscheinlichkeit , dassA
in einem einzelnen Versuch auft rit t . Dies ist der Ausgangspunkt für die Häufigkeitsinter-
pretat ion der Wahrscheinlichkeit . In der Tat nimmt diebisherigeBetrachtung keinen Bezug

Die charakteristische Funktion lautet:
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Binomial-Verteilung  (3)

Verteilungen für verschiedene Parameter p und Anzahl der Versuche N:
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Binomial-Verteilung: Beispiele

Nachweis eines Objektes mit Detektor 
Ansprechwahrscheinlichkeit eines Detektors p=0.95

Bedingung: mindestes Treffer in drei Detektorlagen für Rekonstruktion der Spur
Frage: wieviel Kammern werden benötigt um >99% effizient zu sein?

3 Kammern:  P(k=3;0.95,3) = 0.953 = 0.857
4 Kammern:  P(k>=3;0.95,4)=0.171+0.815=0.986
5 Kammern:  P(k>=3;0.95,5)=0.021+0.204+0.774=0.999

Wahrscheinlichkeit für Erfolg p
Wiviele Versuche damit mindestens 1 Erfolg mit Wkt >= α?
P(k>=1;p,n) >= α   oder 1-P(K=0;p,n)>=α
P(k=0)<=1-α
(1-p)N<=1-α
N>=ln(1-α)/ln(1-p)   
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Binomial-Verteilung: Beweise

K apit el 2

Wahrscheinl ichkeit sver t ei lungen

In vielen Fällen kann man die einem Meßergebnis zugrunde liegende Wahrscheinlichkeits-
verteilung aus theoret ischen Überlegungen ableiten. Die wicht igsten Verteilungen werden
in diesem Kapitel besprochen. Zunächst werden Verteilungen von diskreten Zufallszahlen
behandelt , und anschliessend diejenigen für kont inuierliche Variablen.

2.1 D iskret e Wahrscheinl ichkeit sver t ei lungen

2.1.1 B inomialver t eilung

Der Name B inomialver t ei lung leitet sich davon ab, dass es hier um Versuche geht ,
die genau zwei mögliche Ergebnisse haben: “ Erfolg” und “Misserfolg” , oder “Kopf” und
“ Zahl” , oder einfach A und A. Die Wahrscheinlichkeit für A sei p, und die für A ent-
sprechend (1− p). Wird nun eine Serie von N Versuchen durhgeführt , so ergibt sich eine
gewisse Anzahl n mal das Ergebnis A und N − n mal Ergebnis A . Bei Wiederholung der
Serie wird die Zahl der A-Ergebnisse eine andere sein, denn der Ausgang jedes einzelnen
Versuchs schwankt stat ist isch zwischen A und A . Die Wahrscheinlichkeit , eine best immte
Sequenz, etwa AAAAAAAA , zu erhalten, ist das Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten,
da die Versuche unabhängig sind. Für das Beispiel ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von
P (AAAAAAAA) = p5(1 − p)3. Oft interessiert die genaue Abfolge der Ergebnisse nicht ,
sondern nur die Zahl der ErgebnisseA und A . Um die Wahrscheinlichkeit für 5 mal A und
3 mal A zu berechnen, muss dann über alle möglichen Permutat ionen der Sequenz von
5 mal A und 3 mal A summiert werden, von denen es genau 8!

5! 3! gibt . Allgemein ist die
Wahrscheinlichkeit für n mal A in N Versuchen bei einer Einzelwahrscheinlichkeit p für A
gegeben durch

f (n;N, p) =
N !

n!(N − n)!
pn (1− p)N − n . (2.1)

Dies ist die Binomialverteilung. Die Argumente von f werden durch ein Semikolon in die
Zufallsvariable n und die Parameter der Verteilung N und p geteilt. Offenbar kommt die
Normierung richt ig heraus

N

n= 0

f (n;N, p) =
N

n= 0

N !
n!(N − n)!

pn (1 − p)N − n (2.2)

= (p + (1− p))N (2.3)

= 1. (2.4)

35

36 KAPITEL 2. WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

Der Erwartungswert von n ist

E [n] =
N

n= 0

n
N !

n!(N − n)!
pn (1 − p)N − n (2.5)

=
N

n= 1

n
N !

n!(N − n)!
pn (1 − p)N − n (2.6)

= Np
N

n= 1

(N − 1)!
(n − 1)!((N − 1) − (n − 1))!

p(n− 1) (1− p)(N − 1)− (n− 1) (2.7)

= Np
N − 1

n= 0

(N − 1)!
(n)!((N − 1) − (n))!

pn (1 − p)(N − 1)− n (2.8)

= Np (2.9)

Für die Varianz von n rechnet man ganz analog aus

V [n] = E [n2] − (E [n])2 = Np(1− p). (2.10)

Abbildung 2.1 zeigt Beispiele von Binomialverteilungen für verschiedene Parameter N und
p.

Die charakterist ische Funkt ion zur Binomialverteilung ist

φn (k;p,N ) = (p(exp(ik) − 1) + 1)N . (2.11)

Beispiel 2.1: Wir bet rachten Meßreihen, in denen jeweils für 10 verschiedene x eine Grösse y
gemessen wurde. Abb. 2.2 (a) bis (c) zeigt die Ergebnisse, wobei für jeden Datenpunkt die Unsi-
cherheit in y als Fehlerbalken gezeichnet ist. Diese Fehlerbalken enthalten den wahren Wert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.683%. Die Linie zeigt jeweils den wahren Zusammenhang zwischen
y und x (y = x in diesem Fall). Welche der drei Meßreihen ist am wahrscheinlichsten? Die Ant-
wort liefert die Binomialverteilung. Die Wahrscheinlichkeit p dafür, dass ein Fehlerbalken die Linie
schneidet, ist 0.683%; die Anzahl der “ Versuche” ist 10. Dann ist die Wahrscheinlichkeit , dass n
Fehlerbalken die Linie der wahren Werte einschliessen, gerade f (n; p = 0.683, N = 10). Diese Ver-
teilung ist in (d) mit linearer, in (e) mit logarithmischer Ordinate gezeigt . Am wahrscheinlichsten
überschneiden 7 Fehlerbalken die Linie, wobei 6 und 8 ähnlich wahrscheinlich ist . Meßreihe (b) ist
also sehr wahrscheinlich, d.h. wenn man solche Messreihen aufnimmt wird man oft ein Ergebnis
wie in (b) erhalten mit etwa einem Drit tel der Meßpunkte mehr als einen Fehlerbalken von der
wahren Kurve ent fernt . Die Wahrscheinlichkeit , dass alle 10 Meßpunkte innerhalb eines Fehlerbal-
kens auf der wahren Kurve liegen, ist klein, nämlich 0.68310 = 0.022. Ein Ergebnis wie in (a) ist
also ziemlich selten. Erhält man solch ein Ergebis, so sollt e man überprüfen, ob die Fehler zu groß
abgeschätzt wurden. Noch unwahrscheinlicher ist der Fall (c), wo entweder die Fehler viel zu klein
abgeschätzt wurden, oder der Zusammenhang y = x als falsch zurückgewiesen werden muss.

Für die Häufigkeit h = n/ N für das Auft reten von Ergebnis A gilt

E [h] = E
n
N

=
E [n]
N

= p, (2.12)

d.h. die mit t lere Häufigkeit des Auft retens von A ist gleich der Wahrscheinlichkeit , dassA
in einem einzelnen Versuch auft rit t . Dies ist der Ausgangspunkt für die Häufigkeitsinter-
pretat ion der Wahrscheinlichkeit . In der Tat nimmt diebisherigeBetrachtung keinen Bezug

Normierung:

Erwartungswert:
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Poissonverteilung (i)

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit 

→ n folgt der Poissonverteilung:

Example:  number of scattering events
n with cross section σ found for a fixed
integrated luminosity, with

konstant
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Poissonverteilung: Herleitung 1

Betrachte Grenzfall der Binomialverteilung mit 

→ n folgt der Poissonverteilung:

konstant
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Probe haben wir grössenordnungsmässig N = 1023 Atome. Die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung für die in einer gewissen Zeit auft retenden Zerfälle n nach der
Binomialverteilung ist prinzipiell möglich, prakt isch jedoch wegen der zu berechnenden
Fakult äten sehr unhandlich. Es gibt jedoch im Fall N → ∞ , p → 0 und Np = const.
eine sehr gute Nährung. Sein die Zahl der Ereignisse λ = Np konstant , dann gilt für die
charakterist ische Funkt ion der Binomialverteilung

φn (k;p =
λ
N
,N ) =

λ
N

(exp(i k) − 1) + 1
N

N→∞
−→ exp (λ(exp(i k) − 1)) . (2.26)

Dies ist gerade die charakterist ische Funkt ion der sogenannten Poissonver t ei lung

f (n; λ) =
λn

n!
exp(− λ), (2.27)

denn

∞

n= 0

exp(i kn)
λn

n!
exp(− λ) = exp(− λ)

i

(λ exp(i k))n

n!
(2.28)

= exp(− λ) exp(λ exp(i k)) = exp(λ(exp(i k) − 1)). (2.29)

Abbildung 2.3 zeigt beispielhaft die Poissonverteilungen für λ = 1,3,10,50. Für ganzzah-
liges λ ist die Wahrscheinlichkeit für n = λ und n = λ − 1 gleich groß und maximal.
Ausserdem sieht man, dass die Verteilung für kleine λ asymmetrisch ist , während sie sich
für λ > 10 einer symmetrischen Verteilung annähert , der Gaußverteilung (s.u.).

Erwartungswert und Varianz der Poissonverteilung sind

E [n] =
∞

n= 0

n
λn

n!
exp(− λ) = λ, (2.30)

V [n] =
∞

n= 0

(n − λ)2λ
n

n!
exp(− λ) = λ. (2.31)

Die Standardabweichung einer Poisson-verteilten Zufallsvariable ist also gleich der Wurzel
aus ihrem Mit telwert . Dies ist das wicht ige “

√
n-Gesetz” , eines der am häufigsten ver-

wendeten Ergebnisse der Stat ist ik. Der Fehler eines Poisson-verteilten Meßergebnisses -
insbesondere der Anzahl der Ereignisse mit einem best immten Ausgang in einem stat ist i-
schen Prozess - kann durch die Wurzel des Ergebnisses abgeschätzt werden.

Nützlich ist noch, dass die Summer zweier Poisson-verteilter Zufallsvariablen wieder einer
Poisson-Verteilung folgt , wobei der Mit telwert die Summe der Mit telwerte der beiden
ursprünglichen Verteilungen ist . Dazu nutzen wir aus, dass die charakterist ische Funkt ion
der Summe zweier Zufallsvariablen gerade das Produkt der einzelnen charakterist ischen
Funkt ionen ist .

φn1+ n2 (k) = φn1 (k)φn2 (k) (2.32)

= exp(λ1(exp(i k) − 1)) exp(λ2(exp(i k) − 1)) (2.33)

= exp((λ1 + λ2)(exp(i k) − 1)) (2.34)

Tabelle 2.1 zeigt die Quant ile der Poissonverteilung.
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