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Kapitel 3

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
(Fortsetzung)
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Multivariate WDF: mehrere Zufallsvariablen

Ergebnis des Experiment wird durch 
mehrere Observablenwerte 
charakterisiert, z.B. einen 

N-komponentigen Vektor: (x1, ... xn) 

Gemeinsame WDF  f(x,y)

Normierung:
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Das am häufigsten verwendete Quant il ist x0.5, der M edian der Verteilung (auch “ 50%-
Punkt ” genannt). Der Median liegt in dem Sinne in der Mit te der Verteilung, dass die
Wahrscheinlichkeit für x über bzw. unter x0.5 zu liegen gleich groß ist . Bei einer endli-
chen St ichprobe aus N Messungen werden die Meßwerte der Größe nach sort iert und der
((N + 1)/ 2)te Wert als Schätzung für den Median verwendet (bzw. ein Wert zwischen dem
N/ 2ten und dem N/ 2+ 1ten, wenn N gerade ist ). Damit ist der Median nicht direkt von
einzelnen Meßwerten abhängig, die sehr weit von der Mit te der Verteilung ent fernt liegen
können. Solche einzelnen Ereignisse können andere Maße für die Mit te einer Verteilung,
wie etwa das arithmet ische Mit tel (Mit telwert ) viel st ärker beeinflussen. Diese posit ive
Eigenschaft hat auch der Punkt xp an dem die Wahrscheinlichkeitsdichte maximal wird
(sieheAbbildung1.3). Im Englischen wird dieser Punkt most probable value oder mode
genannt .

Ein Histogramm (siehe Beispiel 1) zeigt in jedem seiner Bins die Anzahl der Ergebnisse
x, die zwischen den Grenzen des jeweiligen Bins lagen. Wenn man das Histogramm auf
Eins normiert , d.h. die Anzahlen der Ereignisse in jedem Bin durch die Gesamtzahl der
Ergebnisse (= Summe der Anzahlen in allen Bins) teilt und den Grenzwert beliebig vieler
Messungen bildet , dann zeigt das Histogramm die Wahrscheinlichkeitsverteilung für x.
Denn dann gibt der Wert in einem Bin an, wie häufig x in diesem Bin gemessen wurde.
Sind die Bingrenzen a und b, dann ist dieser Wert gerade F (b) − F (a) = b

a f (x)dx. Teilt
man dann den Wert in jedem Bin noch durch dieBreite des Bins (b− a), so erhält man den
Mit telwert von f (x) über das Bin. Die Fläche unter dem so erhaltenen Histogramm ist

N
i= 1

F (bi )− F (ai )
b− a (b− a) = F (bN ) − F (a1) = 1 − 0 = 1. Im Grenzwert infinitesimal kleiner

Binbreiten geht dieses Histogramm in die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x) über.
Dies ist in der Abbildung 1.4 veranschaulicht .

Das Konzept der Wahrscheinlichkeitsdichte lässt sich ohneWeiteres auf den Fall mehrerer
Zufallsvariablen erweitern. Wenn ein Experiment mehrere Meßgrößen liefert , dann kann
man in aller Regel die Analyse nicht auf den eindimensionalen Fall reduzieren, indem man
jede Variable einzeln bet rachtet und die anderen jeweils ausser Acht lässt . Denn dabei
würde man Informat ion verlieren und somit die mit der Analyse erreichbare Präzision
herabsetzen. Wir denken zum Beispiel an die Messung der Länge eines Stabes. Wenn
zus̈atzlich zur abgelesenen Länge auch noch die Temperatur gemessen wird, dann können
temperaturabhängigeEffekte (der Stab dehnt sich auswenn er wärmer wird, dasMaßband
auch, aber nicht in gleichem Maße etc.) in der Analyse berücksicht igt werden. Es geht bei
solchen mehrdimensionalen Analysen also insbesondereum dieFrage, ob die verschiedenen
Meßgrößen miteinander verknüpft (korreliert ) oder unabhängig sind.

Im Folgenden beschränken wir uns der Übersicht lichkeit halber auf den Fall mit zwei
Meßgrößen x und y. Die gemeinsame Wahrscheinl ichkeit sdicht e wird dann definiert
durch

f (x, y)dxdy = Wahrscheinlichkeit , dass x ∈ [x, x + dx] und y ∈ [y, y + dy]. (1.28)

Die Normierung ist wieder dadurch gegeben, dass eines der Wertepaare (x, y) des St ich-
probenraumes S in jedem Fall herauskommen muss:

S
f (x, y)dxdy = 1. (1.29)

Aus der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte lassen sich die individuellen Wahrschein-
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Marginal-WDF oder Randverteilung

Manschmal interessiert uns nur 
WDF für einige oder eine der 
Zuvallsvariablen:

Integration über uninteressante ZV (“Marginalisieren”) 
→ Marginal-WDF oder Randverteilung 

x1, x2  sind unabhängig, genau dann wenn gilt

i
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Marginal-WDF oder Randverteilung

Marginal-WDF oder Randverteilung:  
aus Projektion der gemeinsamen 
WDF auf eine der ZV-Achsen
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Bedingte WDF

Manchmal soll eine der Zufallsvariablen in der gemeinsamen WDF 
konstant gehalten werden.

Erinnerung an bedingte Wahrscheinlichkeit:

→ bedingte WDF:

Bayes-Theorem wird zu: 

Erinnerung:  A, B unabhängig, wenn 

→ x, y unabhängig wenn 
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Bedingte WDF (Fortsetzung)

Beispiel: : aus gemeinsamer WDF  f(x,y) werden 

bedingte WDFs h(y|x1), h(y|x2) bestimmt

- behandele eine der ZV als konstant in gemeinsamer WDF
- teile die gemeinsame WDF durch die Margnial-WDF der 
  Variablen, die konstant gehalten werden
- was ist übrig bleibt ist bedingte WDF mit korrekter Normierung
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Marginal- und Bedingte-WDF

2-dim. 

gemeinsame 

WDF

Rand-

verteilung

für y

Rand-

verteilung

für x

Bedingte 
WDFs

für 2

Y-Werte
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Funktionen / Transformation von Zufallsvariablen

Ein Funktion a(x) von einer ZV x ist selbst ebenfalls eine Zufallsvariable.

Annahme: ZV x folgt einer WDF f(x)

Betrachte Abhängigkeit/Funktion: x a(x).

Was ist die WDF für die ZV  g(a)?

dS = Region im Raum der  x-Werte
für die a in [a, a+da] liegt.

Sinnvolle Bedingung:
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Transformation von Zufallsvariablen (II)

i) a(x)  eindeutig umkehrbar 

Forderung: 
Wahrscheinlichkeit,  dass 
 a in                   
= Wahrscheinlichkeit, 
dass x in  

Falls gilt        wäre Integral < 0  Betragsstriche

28 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

KonkreteBeispiele werden im nächsten Kapitel behandelt . Zwei wicht ige Zusammenhänge
sollen aber hier schon genannt werden.

Die charakterist ische Funkt ion einer Summe von unabhängigen Zufallsvariablen ist gleich
dem Produkt der charakterist ischen Funkt ionen der einzelnen Zufallsvariablen. Seien x1, ..., xn
Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeitsdichten f 1(x1), ..., f n (xn ) und entsprechenden cha-
rakterist ischen Funkt ionen φ1(k1), ..., φn (kn ), und sei z =

n
i= 1 x i . Dann ist die charakte-

rist ische Funkt ion φz(k) zu z gegeben durch

φz(k) =
∞

− ∞
...

∞

− ∞
exp i k

n

i= 1

x i f 1(x1)...f n (xn )dx1...dxn (1.58)

=
∞

− ∞
exp(i kx1)f 1(x1)dx1...

∞

− ∞
exp( i kxn )f n (xn )dxn (1.59)

= φ1(k)...φn (k). (1.60)

Die algebraischen Momente µm = E [xm ] einer Zufallsvariable x können aus der charakte-
rist ischen Funkt ion von x einfach durch Ableitung berechnet werden

dm

dkm
φx (k) | k= 0 =

dm

dkm

∞

− ∞
exp(i kx)f (x)dx

k= 0

(1.61)

= im
∞

− ∞
xm f (x)dx (1.62)

= imµm . (1.63)

1.6 Transformat ion von Zufallsvar iablen

Häufig kommt es vor, dass man aus einer Meßgröße x eine andere Größe a(x) ausrechnet .
Man kennt dieWahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x) der Meßgröße und fragt sich, wie
die entsprechende Verteilung g(a) der berechneten Größe aussieht . Formaler ausgedrückt
ist dieWahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x) einer kont inuierlichen Variable x gegeben
und man möchte die Verteilung g(a) einer Funkt ion a(x) berechnen. Wir verlangen, dass
dieWahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a+ da] zu liegen gleich der Wahrscheinlichkeit
sein muss, dass x in dem Bereich dS liegt , der durch die Funkt ion a(x) auf das Intervall
[a, a + da] abgebildet wird:

g(a)da =
dS

f (x)dx (1.64)

Dies ist in Abbildung 1.7 illust riert .

Wenn die Funkt ion a(x) invert ierbar ist , vereinfacht sich diese Forderung darauf, dass die
Wahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a + da] zu liegen gleich der Wahrscheinlichkeit
sein muss, dass x im Intervall [x(a), x(a + da)] liegt . Falls x(a) > x(a + da), müssen die
Grenzen des Intervalls und entsprechend die Integrat ionsgrenzen umgedreht werden. Die
Betragsstriche in der folgenden Gleichung tragen dem Rechnung.

g(a)da =
x (a+ da)

x (a)
f (x )dx =

x (a)+ | dxda |da

x (a)
f (x )dx = f (x(a))

dx
da

da (1.65)

g(a) = f (x(a))
dx
da

(1.66)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 1.8 illust riert .
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ist dieWahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x) einer kont inuierlichen Variable x gegeben
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Also gilt zusammengefasst:
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Transformation von Zufallsvariablen (III)
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Transformation von Zufallsvariablen (IV)
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Analytisches Beispiel                    

(

( 

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da

=
1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1
2
(ln(a))2

1
a

g(a) =
ln2(a)
2a

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da

=
1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1
2
(ln(a))2

1
a

g(a) =
ln2(a)
2a

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da

=
1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1
2
(ln(a))2

1
a

g(a) =
ln2(a)
2a

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da

=
1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1
2
(ln(a))2

1
a

g(a) =
ln2(a)
2a

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da

=
1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1
2
(ln(a))2

1
a

g(a) =
ln2(a)
2a

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da

=
1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1
2
(ln(a))2

1
a

g(a) =
ln2(a)
2a

Transformation / Funktion:
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KonkreteBeispiele werden im nächsten Kapitel behandelt . Zwei wicht ige Zusammenhänge
sollen aber hier schon genannt werden.

Die charakterist ische Funkt ion einer Summe von unabhängigen Zufallsvariablen ist gleich
dem Produkt der charakterist ischen Funkt ionen der einzelnen Zufallsvariablen. Seien x1, ..., xn
Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeitsdichten f 1(x1), ..., f n (xn ) und entsprechenden cha-
rakterist ischen Funkt ionen φ1(k1), ..., φn (kn ), und sei z =

n
i= 1 x i . Dann ist die charakte-

ristische Funkt ion φz(k) zu z gegeben durch

φz(k) =
∞

− ∞
...

∞

− ∞
exp i k

n

i= 1

x i f 1(x1)...f n (xn )dx1...dxn (1.58)

=
∞

− ∞
exp(i kx1)f 1(x1)dx1...

∞

− ∞
exp(i kxn )f n (xn )dxn (1.59)

= φ1(k)...φn (k). (1.60)

Die algebraischen Momente µm = E [xm ] einer Zufallsvariable x können aus der charakte-
ristischen Funkt ion von x einfach durch Ableitung berechnet werden

dm

dkm
φx (k) | k= 0 =

dm

dkm

∞

− ∞
exp(i kx)f (x)dx

k= 0

(1.61)

= im
∞

− ∞
xm f (x)dx (1.62)

= imµm . (1.63)

1.6 Transformat ion von Zufal lsvar iablen

Häufig kommt es vor, dass man aus einer Meßgröße x eine andere Größe a(x) ausrechnet .
Man kennt dieWahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x) der Meßgröße und fragt sich, wie
die entsprechende Verteilung g(a) der berechneten Größe aussieht . Formaler ausgedrückt
ist dieWahrscheinlichkeitsdichteverteilung f (x) einer kont inuierlichen Variable x gegeben
und man möchte die Verteilung g(a) einer Funkt ion a(x) berechnen. Wir verlangen, dass
dieWahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a+ da] zu liegen gleich der Wahrscheinlichkeit
sein muss, dass x in dem Bereich dS liegt , der durch die Funkt ion a(x) auf das Intervall
[a, a + da] abgebildet wird:

g(a)da =
dS

f (x)dx (1.64)

Dies ist in Abbildung 1.7 illust riert .

Wenn die Funkt ion a(x) invert ierbar ist , vereinfacht sich diese Forderung darauf, dass die
Wahrscheinlichkeit für a im Intervall [a, a + da] zu liegen gleich der Wahrscheinlichkeit
sein muss, dass x im Intervall [x(a), x(a + da)] liegt. Falls x(a) > x(a + da), müssen die
Grenzen des Intervalls und entsprechend die Integrat ionsgrenzen umgedreht werden. Die
Betragsstriche in der folgenden Gleichung tragen dem Rechnung.

g(a)da =
x (a+ da)

x (a)
f (x )dx =

x (a)+ | dxda |da

x (a)
f (x )dx = f (x(a))

dx
da

da (1.65)

g(a) = f (x(a))
dx
da

(1.66)

Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 1.8 illust riert .

Wktdichtefuntion für ZV x:

Eindeutige Umkehrfuntion:

Jakobifaktor / Differential:

Und alles zusammengesetzt ….

oder kompakt
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Funktionen ohne eindeutige Umkehrung

Wenn es keine eindeutige Inverse von
a(x) gibt, dann summiere über alle
dx-Intervalle in dS, die  nach da 
abgebildet werden

Beispiel:
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Transformation von ZV: Mehrdeutige Inverse
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Funktionen von mehreren Zufallsvariablen

Betrachte Zufallsvariablen

Und eine Funktion 

Wobei dS = Region im x-Raum zwischen den Hyperflächen,
Die definiert werden durch

Die Bedingung der Gleichheit von Wahrscheinlichkeiten lautet: 
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Funktionen von mehreren ZV: Mellin-Faltung

Beispiel:  ZV x, y > 0 mit gemeinsamer WDF f(x,y),

Betrachte Funktion z = xy.  Was ist g(z)?

→

(Mellin-Faltung)
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Funktionen von mehreren ZV: Fourier-Faltung

Beispiel:  2 unabhängige ZV x, y mit gemeinsamer WDF fx(x)  fy(y)

Betrachte Funktion a = x + y.  Was ist g(a)?

Anwendung: x Meßgröße , y Auflösungsvermögen des Messinstrumentes

(Fourier-Faltung)
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Für diskrete Zufallsvariablen ist die Transformat ion von Variablen sehr einfach, denn f (x)
gibt hier direkt die Wahrscheinlichkeit an (und nicht die Dichte). Es müssen lediglich
die Variablen ersetzt werden, ohne einen Faktor wie die part ielle Ableitung in obiger
Gleichung.

Für den Fall, dass a(x) von mehrern kont inuierlichen Zufallsvariablen x = (x1, ..., xn ) mit
der gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsdichte f (x) abhängt , wird Gl. 1.64 zu

g(a)da =
dS

f (x)dx (1.67)

wobei wieder zu integrieren ist über den Bereich dS, der durch die Abbildung a(x) auf das
Intervall [a, a+ da] abgebildet wird. Hat man n solcher linear unabhängigen Abbildungen
a1(x), ..., an (x), und sind diese alle invert ierbar, so kann die gemeinsameWahrscheinlich-
keitsdichte der ai analog zu Gl. 1.66 mit Hilfe der Jakobideterminante berechnet werden:

g(a1, ..., an ) = f (x1, ..., xn )|J |, mit J =

∂x1
∂a1

. . . ∂x1
∂an

...
...

∂xn
∂a1

. . . ∂xn
∂an

. (1.68)

Hat man nur eine Abbildung a1(x), so mussman n − 1 linear unabhängige weitere Abbil-
dungen definieren, die Transformat ion nach Gl. 1.68 durchführen, und dann durch Intega-
t ion die Randverteilung von g(a1, ..., an ) in a1 bilden. Dieser Aufwand wird in der Praxis
selten getrieben. Stat tdessen verwendet man sogenannte M ont e-Car lo-M et hoden, die
numerisch viel einfacher sind als der eben skizzierte Algorithmus. Sie werden in Kapitel 3
beschrieben.

1.7 Falt ung

In speziellen Fällen ist eine analyt ische Berechnung der Variablent ransformat ion dennoch
möglich. Betrachten wir zwei unabhängige Zufallsvariablen x und y mit Wahrscheinlich-
keitsdichten f x (x) und f y(y). Was ist die Wahrscheinlichkeitsdichte g(a) für die Summe
a(x, y) = x + y? Diese Frage hat ten wir schon in Abschnit t 1.5 beantwortet . Mit dem
Formalismus der Variablentransformat ion ist ausgehend von Gl. 1.67

g(a)da =
∞

− ∞

(a− y+ da)

(a− y)
f x (x)f y(y)dxdy (1.69)

=
∞

− ∞
f x (a − y)f y(y)dady (1.70)

⇒ g(a) =
∞

− ∞
f x (a − y)f y(y)dy (1.71)

Das Integral auf der rechten Seite von Gl. 1.71 nennt man die Fal t ung von f x mit f y und
symbolisch schreibt man auch g = f x ⊗ f y. Wir wissen andererseits, dass die charakte-
rist ische Funkt ion von g(a) das Produkt der charakterist ischen Funkt ionen zu f x (x) und
f y(y) ist :

φa(k) = φx (k)φy (k). (1.72)

Die Faltung zweier Funkt ionen lässt sich also durch Übergang zu den Fouriert ransformier-
ten berechnen, für die die Faltung zur einfachen Mult iplikat ion wird. Durch Rückt ransfor-
mat ion von φa(k) erält man die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte g(a).
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Mehr zu Variablentransformationen

Betrachte eine Vektor von ZV mit gemeinsamer WDF

Bilde n linear unabhängige Funktionen

Für die, die inversen Funktionen existieren

Dann ist die gemeinsame WDF für den Vektor der y-Funktionen gegeben durch 

wobei J die  

Jacobi-Determinante ist

Um  z.B..              zu erhalten, integriere (marginalisiere) über andere y in            .
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Definiere Kovarianz cov[x,y] (oft auch Matrixnotation Vxy) als  

Korrelationskoeffizient (dimensionlos) definiert als

Wenn x, y, unabhängig, 
i.e., 

,   dann gilt

→ x und y  sind ‘unkorreliert’

Bemerkung: Umkehrschluss i. a. nicht wahr.

Kovarianz und Korrelation
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Korrelation (Fortsetzung)
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die die Messfehler in the xi quantifizieren 

Annahme: wir haben eine Stichprobe der ZV x

und wir kennen/schätzen die Kovarianzen

Nun betrachten wir ein Funktion

Frage: was ist die Varianz von

a) WDF               unbekannt   
b) WDF               bekannt  “orthodoxe” Weg:
      nutze gemeinsame WDF um die WDF              zu bestimmen. 

Dann bestimmte aus g(y) die Varianz V[y] = E[y2] - (E[y])2. 

Oft nicht praktikabel, nicht vollständig bekannt.

Fehlerfortpflanzung
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Annahme: wir kennen: 

In der Praxis nur Schätzwert aus der Stichprobe

Entwickle in einer Taylor-Serie bis zum Glied erster Ordnung um

weil gilt

Um die Varianz  V[y] zu finden, brauchen wir E[y2] and E[y].

Fehlerfortpflanzung (II)
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Zusammenfügen der Teilergebnisse liefert Varianz für

Fehlerfortpflanzung (III)

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da

=
1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]

g(a) =
1
2
(ln(a))2

1
a

g(a) =
ln2(a)
2a

dΓ =
S
2m1

|M |2 (2π)4δ4(p1 − p2 − ... − pn) Π
n
j = 22π δ(p

2
j − m2

j ) Θ(p
0
j )

d4pj
(2π)4

Vy =

∂y
∂x1
∂y
∂x2
∂y
∂x3
...
δy
δxn

T

Vx

∂y
∂x1
∂y
∂x2
∂y
∂x3
...
∂y
∂xn

= ∇ y
t
Vx∇ y

y(x) = x̄ =
1
n

n

i

x i

σ2 = σ2i
∂y
∂x i

=
1
n

V(y) = V(x̄) =
n

i

(
∂y
∂x i

)2σ2 =
n
n
σ2 =

σ2

n

σx̄ =
σ
√
n

x = r cosφ

y = r sinφ

z = z

σr = 0, σφ, σz

r, φ, z
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Wenn die xi unkorelliert sind, i.e., dann wird daraus

Ähnlich gilt für einen Satz von Funktionen

Oder in Matrixnotation wobei

Fehlerfortpflanzung (IV)
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Betrachte Stichprobe der ZV xi vom Umfang n.
Die unkorellierten Messungen haben Messfehler:

Die Funktion y(x
i
) ist der Stichprobenmittelwert:

Was ist der Fehler auf den Stichprobenmittelwert?

Partielle Ableitungen:

Fehlerfortpflanzung (V): Beispiel 1

x x

a(x) = exp(x)

x(a) = ln(a)

dx
da
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1
a
> 0

f (x) =
1
2
x2, x aus [0, 2]
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1
2
(ln(a))2

1
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...
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r, φ, z
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Die ‘Fehlerfortpflanzungsformel’ sagt uns, wie

Wir die Kovarianzen eines Satzes von Funktionen

                                                    durch die 

Kovarianzen der ursprünglichen Variablen

approximativ auswerten können. 

Limitierung:  exakt nur wenn linear.

Näherung bricht zusammen wenn die Funktion

nicht linear ist  in einem Bereich der 

Vergleichbar ist mit der Größe von σx.

Bemerkung: keine Annahme über die WDF  von xi,

                     i.e., sie muss nicht die Gaußverteilung sein

x

y(x)

σ x

σ y

xσ x

?

y(x)

Fehlerfortpflanzung (VI)
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Fehlerfortpflanzung (VII) − Speziallfall

→

→

wenn die xi unkorreliert sind, gilt

addiere Fehler quadratisch für die Summe (oder Differenz),

addiere relative Fehler quadratisch für Produkt (oder Quotient). 

Aber Korrelationen können dies komplett ändern…
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Fehlerfortpflanzung (VIII) − Spezialfall (2)

Betrachte mit

Nur nehmen wir an, dass ρ = 1.  Dann gilt

i.e. für 100% Korrelation verschwindet der Fehler in der Differenz.

Analog: für die Summe werden die Fehler linear addiert
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Betrachte Messung einer Spur/Trajektorie in Zylinderkkoordinaten

Die Messfehler seinen unkorrelliert und es gelte

Die Kovarianzmatrix lautet dann:

Wie sehen die Fehler in karthesischen Koordinaten aus?

Fehlerfortpflanzung (IX): Beispiel 2
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∂xn

y(x) = x̄ =
1
n

n

i
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n
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(
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n
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n

σx̄ =
σ
√
n

x = r cosφ

y = r sinφ

z = z

σr = 0, σφ, σz

r, φ, z

x, y, z

A =
cosφ − r sin φ 0
sinφ r cosφ 0
0 0 1

Vr ,φ,z =
0 0 0
0 σ2φ 0
0 0 σ2z

Vx,y,z = AVr ,φ,zA
T =

σ2φy
2 − σ2φxy 0

− σ2φxy σ2φx
2 0

0 0 σ2z

σx , σy

ρxy = −
σ2φ x y

σφ x σφ y
= − 1
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Die Kovarianzmatrix in x,y, z lautet:

Fehlerfortpflanzung (X): Beispiel 2

σ
z

x, y, z

A =
cosφ − r sin φ 0
sinφ r cosφ 0
0 0 1

Vr ,φ,z =
0 0 0
0 σ2φ 0
0 0 σ2z

Vx,y,z = AVr ,φ,zA
T =

σ2φy
2 − σ2φxy 0

− σ2φxy σ2φx
2 0

0 0 σ2z

σx , σy

ρxy = −
σ2φ x y

σφ x σφ y
= − 1

Die Korrelation ergibt sich zu:

x, y, z

A =
cosφ − r sinφ 0
sinφ r cosφ 0
0 0 1

Vr ,φ,z =
0 0 0
0 σ2φ 0
0 0 σ2z

Vx,y,z = AVr ,φ,zA
T =

σ2φy
2 − σ2φxy 0

− σ2φxy σ2φx
2 0

0 0 σ2z

σx , σy

ρxy = −
σ2φ x y

σφ x σφ y
= − 1

Bem.: - Fehler auf z unverändert
          - Fehler in x,y           
             abhängig von x,y
             korreliert 

x, y, z

A =
cosφ − r sin φ 0
sinφ r cosφ 0
0 0 1

Vr ,φ,z =
0 0 0
0 σ2φ 0
0 0 σ2z

Vx,y,z = AVr ,φ,zA
T =

σ2φy
2 − σ2φxy 0

− σ2φxy σ2φx
2 0

0 0 σ2z

σx , σy

ρxy = −
σ2φ x y

σφ x σφ y
= − 1

x, y, z

A =
cosφ − r sin φ 0
sinφ r cosφ 0
0 0 1

Vr ,φ,z =
0 0 0
0 σ2φ 0
0 0 σ2z

Vx,y,z = AVr ,φ,zA
T =

σ2φy
2 − σ2φxy 0

− σ2φxy σ2φx
2 0

0 0 σ2z

σx , σy

ρxy = −
σ2φ x y

σφ x σφ y
= − 1

Die Jakobi-Matrix der Ableitungen lautet:
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Multinomialverteilung

Wie Binomial aber nun m verschiedene Ausgänge des anstelle von zwei,
Mit Wahrscheinlickieten für die einzelnen Ausgänge:

Für N Versuche suchen wir die Wahrscheinlichkeit das folgende Ergebnis 
zu erhalten: n1  von Möglichkeit 1,

n2  von Möglichkeit 2,
...

nm von Möglichkeit  m.

Die Wktdichtefunktion  ist die Multinomialverteilung für
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Nun betrachte Möglichkeit i as ‘Erfolg’, alle anderen als “Misserfolg”.

→ alle individuellen ni binomialverteilt mit Parametern N, pi

für alle  i

Für die Kovarianzen (i ungleich j) ergibt sich:

Multinomialverteilung II

2.1. DISKRETE WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN 39

Der Fehler wird also klein sowohl für kleine ε als auch für ε nahe Eins. Das ist auch anschaulich
klar, denn genauso wie die Schwankung von n dadurch eingeschränkt ist , dass nicht weniger als 0
Myonen gezählt werden können, können nicht mehr als N Myonen gezählt werden.

Bei mehr als zwei möglichen Ergebnissen eines Versuchs ergibt sich als Erweiterung zur
Binomialverteilung die M ul t inomialver t ei lung. Wir nehmen an es gibt m verschiedene
Ergebnisse, die mit Wahrscheinlichkeiten pi ; i = 1, ..., m eint reten. Eines der Ergebnis-
se muss in jedem Fall eintreten, d.h. m

i= 1 pi = 1. Die Wahrscheinlichkeit , dass bei N
Versuchen jedes der Ergebnisse n i -mal auft rit t ist

f (n1, ..., nm ;p1, ..., pm ) =
N !

n1!...nm !
pn11 ...pnmm . (2.18)

Um den Erwartungswert und dieVarianz von n i zu ermit teln reicht es sich klar zu machen,
dass man die Ergebnisse in “ i ” und “ nicht i ” unterteilen kann, und damit wieder eine
Binomialverteilung für n i erhält . Damit gilt wieder

E [n i ] = Npi (2.19)

V [n i ] = Npi (1 − pi ) (2.20)

Offenbar gilt m
i= 1 n i = N , d.h. nicht alle n i sind stat ist isch unabhängig. Genauer sind

zwei beliebige n i , n j immer negat iv korreliert . Es gilt

cov[n i , n j ] = E [(n i − E [n i ])(n j − E [n j ])] (2.21)

= E [n in j ] − E [n i ]E [n j ] (2.22)

= N (N − 1)pipj − (Npi )(Npj ) (2.23)

= − N pipj . (2.24)

Der Korrelat ionskoeffizient ist entsprechend

ρn i n j =
cov[n i , n j ]
σn i σn j

= −
pipj

(1 − pi )(1− pj )
. (2.25)

Beispiel 2.3: Ein typisches Beispiel für eine Mult inomialverteilung ist ein Histogramm. Die
Wahrscheinlichkeit für eines von N Ereignissen in eines der m Bins zu fallen, sei pi . Dann ist
der Erwartungswert der Anzahl n i der Ereignisse in einem Bin i gleich N pi und die Varianz
N pi (1− pi ). Die Kovarianz zweier Bins i und j ist cov[n i , n j ] = − N pipj . Bei fester Gesamtzahl N
der Ereignisse zieht eine gegenüber dem Erwartungswert höhere Anzahl Ereignisse in Bin i nach
sich, dass die Zahl der Ereignisse in einem anderen Bin j eher kleiner als der Erwartungswert ist.
Diese negat ive Korrelat ion ist nur bei pi 1, pj 1 vernachlässigbar, d.h. typischerweise wenn
das Histogramm viele Bins hat . Ist hingegen die Gesamtzahl N der Ereignisse nicht festgelegt ,
dann sind die Ereigniszahlen in den Bins unabhängig, und folgen einer Poissonverteilung (s.u.) mit
Erwartungswert n i und Standardabweichung

√
n i (siehe unten). Die Gesamtzahl der Ereignisse ist

dann ebenfalls Poissonverteilt mit Erwartungswert m
i = 1 n i .

2.1.2 Poissonver t ei lung

Oft haben wir es mit Prozessen zu tun, in denen die Wahrscheinlichkeit p für ein Ereig-
nis sehr klein, die Zahl der Versuche N hingegen sehr groß ist , so dass sich insgesamt
eine gewisse endliche Zahl N p an Ereignissen ergibt . Beispiele sind der radioakt ive Zerfall
einer Probe oder Streuereignisse in der Teilchenphysik. Beim radioakt iven Zerfall einer
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Negative Korrelation:
wenn in einer Klasse mehr 
Ereignisse müssen 
irgendwo welche fehlen
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Zerfall eines instabilen Teilchens A:   (1) ABC, (2) ADE, (3) AFG
Mit bekannten Zerfallswahrscheinlichkeiten  für alle drei Modi.
(nBC, nDE, nfg) folgte Multinomialverteilung.

representiert ein Histogram

mit  m bins, N (bekannt) Gesamteinträgen, alle Einträge unabhängig. 

Multinomialverteilung (III): Beispiele

Textanalyse: Auftreten der einzelnen Buchstaben des Alphabets.
(nA, …,nZ) folgt Multinomialverteilung. 
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